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• 以下の問題すべてに答えなさい。解答は問題順でなくてもよいが、どの問題に答えているのかを明確に。

• 途中点があるので、論理の過程を読み手にわかるように書くこと。

1. One-to-one マッチング問題で、G1とG2は同人数であると仮定する。授業で紹介したKnuth の定理は以下で
あった。

定理：全ての a ∈ G1とX ∈ G2が相手の集合について無差別を含まない強い選好順序をもっているとき、任
意の二つの安定な assignments f、gについて

{∀a ∈ G1, f(a) ≻a g(a)} ⇐⇒ {∀X ∈ G2, g−1(X) ≻X f−1(X)}.

この問では、⇒だけを考える。（逆はほぼ同じようにできる。）
背理法の仮定として、任意の ∀a ∈ G1について f(a) ≻a g(a)なのに、あるX ∈ G2が存在して、

f−1(X) ≻X g−1(X)であったとする。このとき矛盾が発生することを証明しなさい。

2. 社会的選択関数とは社会を構成する個人（1, 2, . . . , N とする）の選好順序を集計して、１つの選択肢を選ぶ関
数であった。以下では個人の選好は無差別を含まない強い選好順序の集合Lの中にあるものとし、社会的選択
肢の集合はAとする。N ≧ 2、|A| ≧ 3を仮定する。

定義：社会的選択関数 f : LN → Aが匿名性 (anonymity)を満たすとは、

任意の (≻1, . . . ,≻N ) ∈ LN と任意の１対１対応 π : {1, . . . , N} → {1, . . . , N}（個人の名前番号の並べ替え）に
ついて、

f(≻1, . . . ,≻N ) = f(≻π(1), . . . ,≻π(N))

が成立すること。

定義：社会的選択関数 f : LN → Aが非独裁性を満たすとは、以下の性質を満たす n ∈ {1, 2, . . . , N}が存在し
ないこと。

任意の ≻:= (≻1, . . . ,≻N ) ∈ LN と任意の x ∈ Aについて

[x ≻n y for any y ∈ A \ {x}] ⇒ f(≻) = x

社会的選択関数が匿名性を満たすならば非独裁性を満たすことを証明しなさい。　

3. VCGメカニズムにおいて参加者が共謀する可能性を考える。参加者を 1, 2, 3とする。社会的意思決定は、２
つの財 (ピカソの絵とダリの絵）を誰に配分するかであり、簡単化のため、x12とは１さんに２つのうち一つの
絵を、２さんにもう一つの絵を配分するということ、x3とは３さんに両方の絵を配分するということとし、こ
のどちらかしか選べないとする。３人は準線形効用を持っているとし、配分が xで、もらう金額が tiのとき、
ui(x, ti) = vi(x) + tiという形の総効用を得るとする。具体的には、配分からの直接的な効用は以下であると
する。

1さん：v1(x12) = 2, v1(x3) = 0

2さん：v2(x12) = 2, v2(x3) = 0

3さん：v3(x12) = 0, v3(x3) = 10



(a) VCGメカニズムを使うとして、各参加者 i = 1, 2, 3が正直に直接的効用の関数 (v1, v2, v3)を表明したと
きの各自の contribution を求めなさい。 さらに pivot mechanism （contribution をもらう）であるとき
の各参加者の総効用 uiを求めなさい。途中の計算も書くこと。

(b) １さんと２さんが共謀して嘘をつき、ṽ1(x12) = 9、ṽ2(x12) = 9である（他は正直に ṽi(x3) = 0 for i = 1, 2)
と表明したとする。３さんはそれを知らないので正直に行動する。このときの pivot mechanismにおけ
る配分結果とそこから得られる各参加者の（真実の）総効用 uiを求めなさい。途中の計算も書くこと。


