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家計の貯蓄と資産選択

1 不確実性がない場合

fctg，fltgを，それぞれ消費，労働の時間径路，aTを計画期間後に残る資産額とすると，T期間
にわたる効用最大化の目的関数は，一般に次のように書かれる．

u(c0; c1;ÅÅÅ; cTÄ1; l0; l1;ÅÅÅ; lTÄ1) + v(aT )

u は効用関数，v は残存資産の評価関数である．ラムゼイ (1928) をはじめとする動的計画の問題
で効用関数は，次のような，各期の効用関数の和の形に特定化される．

TÄ1X
t=0

u(ct; lt)

(1 +ö)t
+ v(aT ) (1)

ここでöは，心理的割引率である．他方，消費と資産蓄積は，労働からの所得と資産の制約に服
するので，各期の資産増殖は次のように定まる．

Åat = rtatÄ1 + (1 + rt)(wtÄ1ltÄ1 Ä ctÄ1); t = 1;ÅÅÅ; T (2)

ここでrt とwt は，t 期の利子利と賃金率である．(2) の制約の下に(1) を最大化する消費と労働
の時間径路，fctg とfltg を求めることが消費の動的計画の問題である．
いま，rt = r; t = 1; 2; . . . ; T とすると，T 個の制約条件(2) は1個の制約条件

a0 +
TÄ1X
t=0

wtlt
(1 + r)t

=
TÄ1X
t=0

ct
(1 + r)t

+
aT

(1 + r)T
(3)

に要約できる．
ラグランジュの未定乗数をïとすると，最適解の必要条件は

uc(ct; lt)

(1 +ö)t
Ä ï

(1 + r)t
= 0; t = 0; 1;ÅÅÅ; T Ä 1 (4)

ul(ct; lt)

(1 +ö)t
+

wtï

(1 + r)t
= 0; t = 0; 1;ÅÅÅ; T Ä 1 (5)

v0(aT )Ä ï

(1 + r)T
= 0 (6)

のようになる．選好の凸性，または限界代替率逓減などの条件を前提とすれば，最適化の必要条
件を満たす消費計画が効用を最大化する消費計画になる．1

経済理論の面から解釈を与え易い条件が，これらの必要条件から導き出される．まず同時点の
消費と労働については，次の条件が成り立つ．

Ä ul(ct; lt)
uc(ct; lt)

= wt (7)

1以下では，たとえば限界代替率逓減の法則を前提として，最適化の必要条件を満たす消費計画は効用を最大化する
消費計画であるものとして話しを進める．
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これは，余暇と消費の限界代替率と実質賃金率の均等条件である．賃金率は余暇消費の機会費用
であるから，この条件は，消費の限界代替率と相対価格の均等条件の一つにほかならない．この
条件を，最適化の同時条件とよぶ．
つぎに，1単位期間を隔てた消費については，

uc(ct; lt)

uc(ctÄ1; ltÄ1)
=
1 +ö

1 + r
(8)

これは，

1

1 +ö

uc(ct; lt)

uc(ctÄ1; ltÄ1)
=

1

1 + r

のように書きなおされる．左辺は1単位期間を隔てる消費の限界代替率であり，右辺は1単位期間
の割引因子，あるいは，1単位期間を隔てる消費の交換比率である．したがってこの最適条件も，
消費の限界代替率と相対価格の均等条件にほかならない．この条件を，最適化の通時条件とよぶ．
心理的割引率と利子率が時間を通じて変化する場合，通時条件は

uc(ct; lt)

uc(ctÄ1; ltÄ1)
=
1 +öt
1 + rt

(9)

となることは明かである．
(7)，(9) から，1単位期間を隔てる労働について

ul(ct; lt)

ul(ctÄ1; ltÄ1)
=

(1 +öt)wt
(1 + rt)wtÄ1

また多期間を隔てる消費について

uc(ct; lt)

uc(ctÄí; ltÄí)
=

tY
i=tÄí

1 +öt
1 + ri

が成り立つことが容易に分かる．

2 不確実性がある場合

2.1 ベルマン方程式

不確実性下の消費需要を考える準備として，前節の問題を動的計画法の見方から考えなおして
見よう．
目的関数を最大化する変数の時間径路を定める動的計画の問題は，計画期間の最終時点から時
間を逆に遡って解かれることが知られている．したがって多期間問題の解は，2期間問題を逐次
解くことによって得られる．たとえば時点0から時点T にわたる問題において，計画期間中の時
点 t+1 を初期時点とする問題が解かれていれば，時点 t を初期時点とする問題は2期間問題に還
元される．このように考えると，多期間問題の解の必要条件は，基本的に，2期間問題の解の必要
条件によって示されることが分かる．
前節の問題についてこのことを見ると以下のようになる．いま，初期時点を t + 1 とし，そ
の時点の資産額を仮にx とおいて解いたfcg，flg，aT の解をfct+1(x); ct+2(x);ÅÅÅ; cTÄ1(x)g，
flt+1(x); lt+2(x);ÅÅÅ; lTÄ1(x)g，aT (x)，目的関数の最大値をV (x; t+ 1) とすると

V (x; t+ 1) =
TÄ1X
k=t+1

åku[ck(x); lk(x)] + v[aT (x)]; åk =
kY
i=1

1

1 +öi
(10)
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そのとき，初期時点ををt としその時点の資産額をx とする最適化問題は，

åtu(ct; lt) + V (at+1; t+ 1) (11)

をct，lt，at+1 に関して制約条件

(1 + rt+1)(x+ wtlt Ä ct) = at+1 (12)

の下で最大化する問題となる．この2期関問題の解をct(x)，lt(x)，at+1(x) とすると

V (x; t) = åtu[ct(x); lt(x)] + V [at+1(x); t] (13)

である．V (x; t) を，時点t の評価関数（return function）という．このようにして，評価関数を
つぎつぎに作り，本来の初期時点に戻るまで2期間問題を繰り返し解いて行けばよい．なお，

V (x; T ) = v(x)

であり，これは最大化問題を解かずに定まることに注意せよ．
ここで，W (x; t) を

W (x; t) =
V (x; t)

åt
(14)

と定義すると，目的関数(11) は次のように書き換えられる．

u(ct; lt) +
W (at+1; t+ 1)

1 +öt+1
(15)

W (x; t) をt 時点の当期価値評価関数（current value return function）という．
制約条件(12) の下で目的関数(15) の値を最大化する問題の解の必要条件は次の通りである．

uc(ct; lt)Ä (1 + rt+1)ït = 0 (16)

ul(ct; lt) + (1 + rt+1)wtït = 0 (17)

Wa(at+1; t+ 1)

1 +öt+1
Äït = 0 (18)

これらの条件から，さきに得た最適化の同時条件(7) が導かれることは明かである．通時条件(9)
については，それほど明かではないが，包絡線定理により(16)，(18) からやはり導かれる．2

2.2 消費と資産選択の理論

以上の結果を利用して，不確実性下の家計の貯蓄と資産選択の問題を考えよう．ここでは，説
明を簡単にするために，労働供給決定の問題は無視する．家計が保有できる資産は一つの無危険
資産と一つの危険資産のみとし，無危険資産の収益率を r，危険資産の収益率を z とする．そこ
で，家計の危険資産保有比率を a とすると，資産全体からの期待収益率は

(1 + r)(1Ä a) + (1 + z)a = (1 + r) + (z Ä r)h
となる．したがって期間 t の家計の所得制約条件はつぎのようになる．

at+1 = [(1 + rt) + (zt Ä rt)ht](at + yt Ä ct)
ここで z は不確定である．

2このことについては，付録を見よ．
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家計の最適化問題 多時点にわたる家計の効用

E

"
TÄ1X
t=0

ãtu(ct) + S(aT )

#
を制約条件

xt+1 = [(1 + rt) + (zt Ä rt)ht](at + yt Ä ct)
t = 0; 1; 2;ÅÅÅ; T Ä 1

および初期条件 a0 の下で最大化するように，資産額，資産構成，消費の時間径路fatg，fhtg，fctg
を定める．ここでfãtg; fytg は所与とする．

2期間問題への還元 この問題は，ベルマン方程式を使うとつぎの2期間問題に分解することが
できる：

yt および初期条件 at = x を所与として，関数

u(ct) +åt+1E[W (at+1; t+ 1)]

の値を制約条件
at+1 = [(1 + rt) + (zt Ä rt)ht](x+ yt Ä ct)

の下で最大にする資産額，資産構成，消費の時間径路 at+1, ht，ct を定めること．

最適化の必要条件 この問題の解の必要条件はつぎのとおりである．

E[Wx(at+1; t+ 1)gh(x; yt; ct; ht; t)] = 0

uc(ct) +åt+1E[Wx(at+1; t+ 1)gc(x; yt; ct; ht; t)] = 0

Wx(x; t) = åt+1E[Wx(at+1; t+ 1)gx(x; yt; ct; ht; t)]

ここで

ga(x; yt; ct; ht; t) = (zt Ä rt)[x+ yt Ä ct]
Ägc(x; yt; ct; ht; t) = gx(x; yt; ct; t) = (1 + rt) + (zt Ä rt)ht

である．したがって必要条件はつぎのようになる．3

E[Wx(xt+1; t+ 1)(zt Ä rt)] = 0
uc(ct)Äåt+1E[Wx(xt+1; t+ 1)((1 + rt) + (zt Ä rt)ht)] = 0
Wx(x; t) = åt+1E[Wx(xt+1; t+ 1)((1 + rt) + (zt Ä rt)ht)]

最後の二つの等式から
Wx(x; t) = uc(ct)

3ここでは x+ yt Ä ct 6= 0 であることを前提としている．
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同様の関係がすべての t について成り立つから

Wx(xt+1; t+ 1) = uc(ct+1)

この関係を最適化の必要条件に代入して変形すると

E[(zt Ä rt)uc(ct+1)] = 0
uc(ct)Ä (1 + rt)åtE[uc(ct+1)]Ä atåtE[(zt Ä rt)uc(ct+1)] = 0

結局つぎの条件を得る．

(i) E[(1 + zt)uc(ct+1)] = E[(1 + rt)uc(ct+1)]

(ii)
uc(ct)

åtE[uc(ct+1)]
= 1 + rt　
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付録1：ポンジ・ゲームの禁止

各期ごとの消費を制約する条件 (2) をつなぎ合わせて得た等式 (3) は，計画期間末の資産額 aT
の大きさを束縛していないため，実は家計の消費を制約する条件になっていない．多期間にわた
る家計の効用最大化問題で，計画期末の資産の効用評価 v(aT ) を考慮するのはそのためである．
無限期間にわたる効用最大化問題では，v(aT ) を定義することができないので，(2)，(3) に加
えて別の制約条件を課する必要がある．その一つは，つぎのような条件である．

a0 +
1X
t=0

wtlt
(1 + r)t

ï
1X
t=0

ct
(1 + r)t

これはつぎの条件と同じである．
lim
T!1

aT
(1 + r)T

ï 0

これをポンジ・ゲーム禁止条件 no-Ponzi-game condition という．この条件は，家計が際限なく
借入をし，その返済を際限なく先に延ばすことを禁止している．
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付録2：包絡線定理とその応用

包絡線定理 x とy の関数z = f(x; y) が与えられたとき，x を固定してy についてz を最大化し
たz の最大値をzÉ= û(x)，z を最大化するy の値をyÉ= �(x) とする．そのとき，

dzÉ

dx
=
@

@x
f(x; yÉ) (A2. 1)

である．

証明 zÉ= û(x) = f [x;�(x)] であるから，

dzÉ

dx
= fx(x; y

É) + fy(x; yÉ)�0(x)

一方，yÉはxを固定してzを最大化するyの値であるから，fy(x; yÉ) = 0である．ゆえに(A2. 1)
が成り立つ．

この定理は，x を動かし，同時にz を最大化するようにy を動かしたときのz のグラフが，y
をさまざまに固定してx のみを動かしたときのz のグラフの包絡線になることを示している．

通時条件 多時点にわたる効用最大化の通時条件(9)が2期間問題の解の必要条件から導かれるこ
とは，当期価値評価関数に包絡線定理を適用することを通して，以下のようにして示される．ま
ず当期価値評価関数W (x; t) は，x を任意に固定し

u(ct; lt) +
W [at+1(x); t+ 1]

1 +öt+1

を制約条件(12) の下で最大化して得られるx の関数であるから，包絡線定理を適用して

Wa(x; t) =
@

@x

W [at+1(x); t+ 1]

1 +öt+1
=
1 + rt+1
1 +öt+1

Wa[at+1(x); t+ 1] (A2. 2)

である．次に(16)，(18) より

uc[ct; lt] =
1 + rt+1
1 +öt+1

Wa[at+1(x); t+ 1] (A2. 3)

そして(A2. 2) と(A2. 3) とから
uc[ct; lt] =Wa(x; t)

同様の関係がすべての t について成り立つから，

uc[ct+1; lt+1] =Wa(x; t+ 1) (A2. 4)

(A2. 3) と(A2. 4) とから
uc(ct+1; lt+1)

uc(ct; lt)
=
1 +öt+1
1 + rt+1

同様の関係がすべての t について成り立つことから，(9) が導かれる．
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付録3：消費の代替の弾力性と限界効用の弾力性の関係

２時点の消費 cs と ct の効用関数について，cs と ct の代替の弾力性はつぎのように定義される．

õ=
u0(cs)=u0(ct)

cs=ct

d[cs=ct]

d[u0(cs)=u0(ct)]

右辺の第２項の微分を計算するためには，その逆数ö
d[cs=ct]

d[u0(cs)=u0(ct)]

õ Ä1
=
d[u0(cs)=u0(ct)]

d[cs=ct]

を考えるのが分かりやすい．任意に固定した ct に対して，cs=ct = x，したがって cs = ctx とお
いてこの微分計算をすると

d[u0(cs)=u0(ct)]
d[cs=ct]

=
d[u0(ctx)=u0(ct)]

dx
=
u00(ctx)ct
u0(ct)

したがって õの定義式の第２項は

d[cs=ct]

d[u0(cs)=u0(ct)]
=

u0(ct)
u00(ctx)ct

となる．これを定義式に代入して

õ=
u0(cs)=u0(ct)

cs=ct

u0(ct)
u00(ctx)ct

=
u0(cs)
u00(cs)cs

要するに，ct を任意に固定したときの cs と ct の代替の弾力性は，cs における限界効用の弾力性
ës = Äcsu00(cs)=u0(cs) の逆数に負号を付けたものとなる．
以上の結果から，s が t に近づくときの õの極限値は，ct における限界効用の弾力性 ët =

Äctu00(ct)=u0(ct) の逆数に負号を付けたものとなることが分かる．

lim
s!tõ= lims!t

u0(cs)
u00(cs)cs

=
u0(ct)
u00(ct)ct

= Ä 1
ët

注　意

1. cs と ct の代替の弾力性が ct には依存せず cs の値のみによって定まるのは，時間分離型の
効用関数 X

ú

å(ú)u[c(ú)] あるいは
Z
å(ú)u[c(ú)]dú

を考えているからである．ここで å(ú) は心理的割引率である．

2. 代替の弾力性の定義においては，心理的割引率 å(ú) が，分母と分子でたがいに相殺されて
いる．

õ=
å(s)u0(cs)=å(t)u0(ct)

cs=ct

d[cs=ct]

d[å(s)u0(cs)=å(t)u0(ct)]
=
u0(cs)=u0(ct)

cs=ct

d[cs=ct]

d[u0(cs)=u0(ct)]
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付録4：消費の時系列

ロバート・ホール（1978）は，時差選好率，利子率，労働が時間を通じて一定であり，限界効
用の消費に関する弾力性が一定であるとき，消費額の大きさは前期の消費額で説明し尽くされる
ことを示した．
実際，時差選好率および利子率が時間を通じて一定であるとき，効用最大化の必要条件から

E[uc(ct; lt)]

uc(ctÄ1; ltÄ1)
= const

である．そのとき

E[Åuc(ct; lt)]

uc(ctÄ1; ltÄ1)
=
E[uc(ct; lt)Ä uc(ctÄ1; ltÄ1)]

uc(ctÄ1; ltÄ1)
= 0

近似計算により

Åuc(ct; lt) = ucc(ctÄ1; ltÄ1)Åct + ucl(ctÄ1; ltÄ1)Ålt

であるから

E[Åuc(ct; lt)]

uc(ctÄ1; ltÄ1)
=
E[êÅct]

ctÄ1
+
E[ïÅlt]

ltÄ1

したがって

E[êÅct]

ctÄ1
+
E[ïÅlt]

ltÄ1
= 0

ここで

ê=
ctÄ1ucc(ctÄ1; ltÄ1)
uc(ctÄ1; ltÄ1)

; ï=
ltÄ1ucl(ctÄ1; ltÄ1)
uc(ctÄ1; ltÄ1)

つまり，それぞれ消費および労働に関する限界効用の弾力性である．ê，ïが一定であるとき，

êE[Åct]

ctÄ1
+
ïE[Ålt]

ltÄ1
= 0

とくに労働量が時間の経過を通して変化しないとき，

E[Åct]

ctÄ1
= 0

したがってfctg についてつぎの関係が成立する．

E[ctjItÄ1] = ctÄ1

ここで ItÄ1 は期間 tÄ 1 までに得られた情報を表す．


