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陰関数定理

UをR2の開集合、V をR3の開集合とします。(a, b) ∈ U,
(p̄, q̄, r̄) ∈ V とします。
定理　 g1, g2は U × V 上の関数とします。そして
g1(a, b, p̄, q̄, r̄) = 0, g2(a, b, p̄, q̄, r̄) = 0,∣∣∣∣g1x g1y
g2x g2y

∣∣∣∣ (a, b, p̄, q̄, r̄) 6= 0

を仮定します。このとき (a, b, p̄, q̄, r̄)の近くで

g1(x , y , p, q, r) = g2(x , y , p, q, r) = 0

は x = x(p, q, r), y = y(p, q, r) と解けます。
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生産関数の場合

y = f (x , y)を生産関数として、利潤関数

π(x , y , p, q, r) = rf (x , y)− px − qy

を考えます。
(p, q, r) = (p̄, q̄, r̄), (x , y) = (a, b)において最大の利益が得ら
れるとします。このとき

πx(a, b, p̄, q̄, r̄) = r̄ fx(a, b)− p̄ = 0

πy(a, b, p̄, q̄, r̄) = r̄ fy(a, b)− q̄ = 0

が成立します。
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生産関数の場合

∣∣∣∣πxx πxy
πyx πyy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣rfxx rfxy
rfyx rfyy

∣∣∣∣ = r2
∣∣∣∣fxx fxy
fyx fyy

∣∣∣∣ > 0

が常に成立していますから（仮定）、陰関数の定理が適用で
きて

πx = rfx(x , y)− p = 0, πy = rfy(x , y)− q = 0

は x = x(p, q, r), y = y(p, q, r) と解けます。
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要素需要関数

x(p, q, r), y(p, q, r)を要素需要関数と呼びます。
x(p, q, r), y(p, q, r)の p, q, r に関する依存を調べてみます。

πx(x(p, q, r), y(p, q, r))
= rfx(x(p, q, r), y(p, q, r))− p ≡ 0

の両辺を pで偏微分すると

r
(

fxx ·
∂x
∂p + fxy ·

∂y
∂p

)
− 1 = 0
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要素需要関数 (2)

πy(x(p, q, r), y(p, q, r))
= rfy(x(p, q, r), y(p, q, r))− q ≡ 0

の両辺を pで偏微分すると

r
(

fyx ·
∂x
∂p + fyy ·

∂y
∂p

)
= 0
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要素需要関数 (3)

２つの式をまとめると(
rfxx rfxy
rfyx rfyy

)
·

(
∂x
∂p
∂y
∂p

)
=

(
1
0

)
これを Cramer の公式で解くと
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要素需要関数 (4)

∂x
∂p =

∣∣∣∣1 rfxy
0 rfyy

∣∣∣∣
r2 det(H(f )) =

fyy

r det(H(f ))

∂x
∂q =

∣∣∣∣rfxx 1
rfyx 0

∣∣∣∣
r2 det(H(f )) =

−fyx

r det(H(f ))

生産関数に関する条件 det(H(f )) > 0, fyy < 0を仮定すると

∂x
∂p < 0
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利潤関数の性質（１）

利潤関数を p, q, r の関数として表します。

Π(p, q, r) := π(x(p, q, r), y(p, q, r))
= rf (x(p, q, r), y(p, q, r))

−px(p, q, r)− qy(p, q, r)

(Hotelling の補題)　

∂Π

∂r = f (x(p, q, r), y(p, q, r))

∂Π

∂p = −x(p, q, r), ∂Π

∂q = −y(p, q, r)
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Hotelling の補題の証明

∂Π

∂r = f (x(p, q, r), y(p, q, r))

+rfx(x(p, q, r), y(p, q, r))
∂x
∂r + rfy(x(p, q, r), y(p, q, r))

∂y
∂r

−p ∂x
∂r − q∂y

∂r
= f (x(p, q, r), y(p, q, r)) + (rfx(x(p, q, r), y(p, q, r))− p) ∂x

∂r
+(rfy(x(p, q, r), y(p, q, r))− q) ∂y

∂r
= f (x(p, q, r), y(p, q, r))
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Hotelling の補題の証明 (2)

∂Π

∂p = rfx(x(p, q, r), y(p, q, r))
∂x
∂p + rfy(x(p, q, r), y(p, q, r))

∂y
∂p

−x(p, q, r)− p ∂x
∂p − q∂y

∂p

= (rfx(x(p, q, r), y(p, q, r))− p) ∂x
∂p

+(rfy(x(p, q, r), y(p, q, r))− q) ∂y
∂p

−x(p, q, r)
= −x(p, q, r)
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包絡線定理
UをR2の開集合、Iを開区間とします。

f : U × I → R

を α ∈ Iを固定して最適化します。(a, b) ∈ Uにおいて

fx(a, b, α0) = fy(a, b, α0) = 0∣∣∣∣fxx fxy
fyx fyy

∣∣∣∣ (a, b, α0) 6= 0

が成立するとします。
このとき陰関数の定理を用いると (a, b, α0)の近くで

fx(x , y , α) = fy(x , y , α) = 0

は x = x(α), y = y(α) と解けます。
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包絡線定理 (2)

間接目的関数 F (α) := f (x(α), y(α), α) について次の包絡線定
理が成立します。
定理 F ′(α) = ∂f

∂α
(x(α), y(α))

証明

d
dα f (x(α), y(α), α)

= fx(x(α), y(α), α) · x ′(α)

+fy(x(α), y(α), α) · y ′(α) + fα(x(α), y(α), α)
= fα(x(α), y(α), α)
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包絡線定理 (3)

利潤関数
π(x , y , p, q, r) = rf (x , y)− px − qy

に適用すると

∂Π

∂r =
∂π

∂r (x(p, q, r), y(p, q, r), p, q, r) = f (x(p, q, r), y(p, q, r))

∂Π

∂p = −x(p, q, r)

∂Π

∂q = −y(p, q, r)
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