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問題

p, q, I > 0とします．第 1財を x , 第 2財を y 購入したときの効用関数

u : R2
++ → R

を制約条件
I − px − qy = 0

の下で最大化することを考えます．
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前提

効用関数が条件

uxx(P) < 0, det(H(u)(P)) =
∣∣ uxx uxy

uyx uyy

∣∣ > 0 (P ∈ R2
++) (1)

を満たすと仮定します．
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前提からの帰結—2階の方向微分

P0 ∈ R2
++, ~α 6= ~0 を満たす ~α ∈ R2に対して

U(t) := u(P0 + t~α)

と関数を定義すると，仮定 (1)の下で

U ′′(t) < 0

が常に成立します．
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結論

P∗(a, b) ∈ R2
++においてある λ ∈ Rが存在して

ux(P∗) + λ(−p) = 0
uy (P∗) + λ(−q) = 0

I − pa − qb = 0

が成立すると仮定します．このとき P(x , y) ∈ R2
++に対して

P 6= P∗, I − px − qy = 0 ⇒ u(P) < u(P∗)
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証明

U(t) = u(qt, I
q − pt)

とすると

U ′(t) = ux(qt, I
q − pt) · q + uy (qt, I

q − pt) · (−p)

から Pt0 = P∗とすると

U ′(t0) = ux(P0)·q+uy (P0)·(−q) = λpq+λq(−p) = 0

さ

らに U ′′(t) < 0から
U(t) < U(t0) (t 6= t0)
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具体例 (1)

Cobb-Douglass型効用関数

u(x , y) = Cxαyβ (α, β > 0,C > 0)

が条件 (1)を満たす必要十分条件は

α+ β < 1

です（演習問題）．
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具体例 (2)

例えば
u(x , y) = √xy

の場合は
ux =

1
2 ·

√y
√

x
. uy =

1
2 ·

√
x

√y

uxx = −1
4 ·

√y
x
√

x
, uxy =

1
4 · 1√

x√y
, uyy = −1

4 ·
√

x
y√y

から

det(H(u)) =

∣∣∣∣∣− 1
4 ·

√y
x
√

x
1
4 ·

1√
x√y

1
4 ·

1√
x√y − 1

4 ·
√

x
y√y

∣∣∣∣∣ = 1
16

1
xy − 1

16
1
xy = 0

と条件 (1)は満たしませんが，停留点で最大値を取ります．（これを含む一般論もあり
ます．）
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