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問題

R3の開集合 U 上の関数
f : U → R, g : U → R

が与えられているとします．

問題 g(x , y , z) = 0 の下で w = f (x , y , z) を最大化・最小化

P0(a, b, c) ∈ U において
gz(P0) 6= 0, g(P0) = 0

を仮定する．
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陰関数定理

陰関数定理を用いると P0の近くで曲面 g(x , y , z) = 0は

z = ϕ(x , y)

と表される．
F (x , y) := f (x , y , ϕ(x , y))

と定めると，P0で極大（極小）ならば

Fx(a, b) = Fy (a, b) = 0

となる．
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Chain Rule

Fx ,Fy を求めると
Fx(a, b) = fx(P0) + fz(P0) · ϕx(a, b) = 0

Fy (a, b) = fy (P0) + fz(P0) · ϕy (a, b) = 0

となる．g(x , y , ϕ(x , y)) ≡ 0から

gx(P0) + gz(P0) · ϕx(a, b) = 0

gy (P0) + gz(P0) · ϕy (a, b) = 0

となるから
ϕx(a, b) = −gx(P0)

gz(P0)
, ϕy (a, b) = −

gy (P0)

gz(P0)
,
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未定乗数

代入すると
Fx(a, b) = fx(P0)− fz(P0) ·

gx(P0)

gz(P0)
= 0

Fy (a, b) = fy (P0)− fz(P0) ·
gy (P0)

gz(P0)
= 0

となります．
λ = − fz(P0)

gz(P0)

と定めると

fx(P0) + λgx(P0) = 0, fy (P0) + λgy (P0) = 0, fz(P0) + λgz(P0) = 0
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定理

gzP0) 6= 0, g(P0) = 0

のとき，P0で極大（または極小）ならば，ある λ ∈ R が存在して
fx(P0) + λgx(P0) = 0 · · · (1)
fy (P0) + λgy (P0) = 0 · · · (2)
fz(P0) + λgz(P0) = 0 · · · (3)

g(P0) = 0 · · · (4)
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接平面条件

(1),(2),(3)は
∇(f )(P0) = −λ∇(g)(P0)

とみると，曲面 g(x , y , z) = 0と曲面 f (x , y , z) = f (P0)が P0で接していることを意味する．
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