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第 1章

ベクトルとその幾何学

1.1 ベクトル

1.1.1 列ベクトル

■定義と演算 以下では実数の全体の集合を Rで表します．Rに値を持つ（実数値

の）n次元ベクトル x⃗, y⃗ とは

x⃗ =


x1
x2
...
xn

 , y⃗ =


y1
y2
...
yn

 (1.1)

と n 個の実数を縦に並べたものです．Rに値を持つ n次元ベクトルの全体の集合を

Rn と記します．ここで定めた n次元ベクトルを，後に 1.1.3節で定義する行ベクト

ルと区別して，n次元列ベクトルあるいは n次元縦ベクトルと呼びます．n次元ベク

トルには足し算（加法），引き算（減法），スカラー倍（定数倍）が定義されます． 上

のベクトル x⃗, y⃗ ∈ Rn と λ ∈ Rに対して

x⃗+ y⃗ =


x1 + y1
x2 + y2

...
xn + yn

 , x⃗− y⃗ =


x1 − y1
x2 − y2

...
xn − yn

 , λx⃗ =


λx1
λx2
...

λxn

 (1.2)

と定めます．

足し算（引き算）とスカラー倍の演算の優先順位について説明して置きます．すな
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わち x⃗, y⃗ ∈ Rn と λ, µ ∈ Rに対して

λx⃗+ µy⃗, λx⃗− µy⃗

がどのような意味を持つかです．この表現では，まず λ倍と µ倍を計算して，それか

ら足し算あるいは引き算をするのが唯一可能な演算の順序です．

(1.1)で定めた x⃗に対して上から i番目の xi を x⃗の第 i成分と呼びます．

演習 1.1. 次のベクトルの計算をしましょう．

(1)

１2
−3

+

 3

−6
8

 (2)

 3

2

−4

−
 5

−7
−9

 (3) 3

 1

−2
4

 (4) 0

 1

−2
4


(5) 6

 1

−2
4

+(−4)

 3

3

−5

 (6) 9

 2

−2
−3

−6

 1

3

−7

 (7) 3

 2

−2
−3

+(−3)

 2

−2
−3



演習 1.2. 4次元ベクトル x⃗ =


1

−5
3

2

 に対して，第 2成分と第 3成分が何か答えま

しょう．

■ゼロベクトル・逆ベクトル 以下では，ベクトルに関する演算をさらに詳しく展開

するために，特殊なベクトルを定義します．すべての成分が 0である n次元ベクトル

0⃗ =


0
0
...
0

 ∈ Rn

をゼロベクトルと呼びます．また (1.1)にある x⃗ ∈ Rn に対して，その逆ベクトルを

−x⃗ = (−1)x⃗ =


−x1
−x2
...
−xn


で定義します．ゼロベクトルと逆ベクトルについて公式

x⃗+ (−x⃗) = 0⃗, x⃗+ 0⃗ = 0⃗ + x⃗ = x⃗, 0 · x⃗ = 0⃗ (1.3)
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が基本的です．ここでは最初の公式を証明します．これは，証明というものに関する

学習だと考えましょう．ベクトル x⃗に対しては，その第 i成分を用いて

x⃗ = (xi)

と表記することがあります（すべての成分を第 i成分で表わしています）．この場合

−x⃗ = (−xi)

となりますから
x⃗+ (−x⃗) = (xi + (−xi)) = (0)

から，x⃗+ (−x⃗)の第 i成分が 0であることが分かります．よって

x⃗+ (−x⃗) = 0⃗

であることが分かります．

演習 1.3. (1.3)の残りの公式を証明しましょう．

ベクトル x⃗, y⃗ ∈ Rn に対してその差 x⃗− y⃗を (1.2)において定義しました．逆ベク

トルとの関係では
x⃗− y⃗ = x⃗+ (−y⃗) (1.4)

が成立します．

演習 1.4. (1.4)を証明しましょう．

■標準単位ベクトル n次元ベクトル e⃗i ∈ Rn は第 i成分が 1で，他のすべての成分

が 0であるベクトル

e⃗i =



0
...
0
1
0
...
0


← 第 i 成分 (i = 1, 2, · · · , n)

で，このベクトルを標準単位ベクトルと呼びます．n = 3の場合は

e⃗1 =

1
0
0

 , e⃗2 =

0
1
0

 , e⃗3 =

0
0
1

 (1.5)
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となります．

1.1.2 ベクトルの加法・スカラー倍

ベクトルの足し算とスカラー倍に関する基本的な定理 1.1を述べましょう．� �
定理 1.1. (1) a⃗, b⃗, c⃗ ∈ Rn に対して

a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗ (1.6)

(⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗) (1.7)

が成立します．

(2) a⃗, b⃗ ∈ Rn と λ, µ ∈ Rに対して

λ (µa⃗) = (λµ)⃗a (1.8)

(λ+ µ) a⃗ = λa⃗+ µa⃗ (1.9)

λ(⃗a+ b⃗) = λa⃗+ λ⃗b (1.10)

が成立します．� �
Proof. (1) (1.6)と (1.7)を証明しましょう．a⃗ = (ai)，b⃗ = (bi)，c⃗ = (ci)と各ベク

トルをその第 i成分を用いて表現しましょう．すると

a⃗+ b⃗ = (ai + bi) , b⃗+ a⃗ = (bi + ai)

から a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗が分かります．また

(⃗a+ b⃗) + c⃗ = ((ai + bi) + ci) = (ai + bi + ci)

a⃗+ (⃗b+ c⃗) = (ai + (bi + ci)) = (ai + bi + ci)

から (⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗) が従います．

(2) 演習 1.5とします．

演習 1.5. 定理 1.1の (2)を証明しましょう．

この定理 1.1の意味するところを述べましょう．

a⃗+ b⃗+ c⃗+ d⃗
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と 4 つの n 次元ベクトルを加えることを考えます．公式 (1.7) をベクトルの足し算

（加法）の結合法則と呼びますが，この法則が，この表記が意味する可能性のある(
(⃗a+ b⃗) + c⃗

)
+ d⃗

でも

a⃗+
(
(⃗b+ c⃗) + d⃗

)
でも計算結果が変わらないことを保証してくれます．

(1.5)で定めた 3次元の標準単位ベクトルを用いると，3次元ベクトル a⃗ ∈ R3 はa1a2
a3

 = a1e⃗1 + a2e⃗2 + a3e⃗3

と分解されることに注意しましょう．

演習 1.6. a⃗ =

 2

−1
3

 を e⃗1, e⃗2, e⃗3 ∈ R3 のスカラー倍の和で表しましょう．

演習 1.7. a⃗, b⃗ ∈ Rn に対して次の計算をしましょう．

(1) (2a⃗− b⃗) + 4a⃗− 2⃗b (2) 3(2a⃗+ b⃗)− 2(4a⃗− 2⃗b)

演習 1.8. x⃗, y⃗, z⃗, a⃗, b⃗, c⃗ ∈ Rn が関係式
x⃗− y⃗ + 2z⃗ = a⃗

2x⃗+ y⃗ − z⃗ = b⃗

3x⃗− 2y⃗ + z⃗ = c⃗

満たしているとします．このとき x⃗, y⃗, z⃗ を a⃗, b⃗, c⃗で表しましょう．（78ページの

演習 3.13で同じ問題を考えます．）

1.1.3 行ベクトル

列ベクトルは実数を縦に並べたものでした．これに対して，実数を n 個を横に並

べた
a = (a1 a2 · · · an), b = (b1 b2 · · · bn)
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を n次元行ベクトルまたは n次元横ベクトルと呼び，必要に応じて使います．本書

では，原則として横ベクトルを太文字で書くことにします．また，n次元行ベクトル

全体の集合を (Rn)
∗ と記します*1．行ベクトルは，ベクトルの内積や行列を学ぶと

きに用います．

行ベクトルに対しても足し算，引き算，スカラー倍を

a+ b = (a1 + b1 · · · an + bn), a− b = (a1 − b1 · · · an − bn)

λa = (λa1 · · · λan)

と定義します．

同じ次元の行ベクトルと列ベクトルは掛けることができます．すなわち

a = (a1 a2 · · · an) ∈ (Rn)
∗
, b⃗ =


b1
b2
...
bn

 ∈ Rn

の行ベクトルと列ベクトルの組に対して

a⃗b = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn (1.11)

と掛け算を定義できます．この掛け算を用いて以下のように写像を定めます．すなわ

ち a = (a1 a2 · · · an) ∈ (Rn)
∗ に対して写像 Φa を

Φa : Rn −→ R x⃗ 7→ ax⃗ (1.12)

によって定義します．x⃗ =


x1
...

xn

 ∈ Rn に対して Φa(x⃗)は

Φa(x⃗) = ax⃗ = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

と x1, · · · , xn の斉次 1 次式で表されることに注意します．このことを用いると次

の定理 1.2が証明できます．（上の (1.12)において 7→は定義域の x⃗ に対して値域の

ax⃗が対応していることを意味します．）

*1 (Rn)∗ の ‘∗’は双対空間を意味しますが，本書ではこれについて解説しません．
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定理 1.2. (1.12)の写像 Φa は

Φa(x⃗+ y⃗) = Φa(x⃗) + Φa(y⃗) (x⃗, y⃗ ∈ Rn) (1.13)

Φa(λx⃗) = λΦa(x⃗) (x⃗ ∈ Rn, λ ∈ R) (1.14)

を満たします．� �
Proof. x⃗ =


x1
...

xn

 , y⃗ =


y1
...

yn

 ∈ Rn に対して x⃗ + y⃗ =


x1 + y1

...

xn + yn

 , λx⃗ =


λx1
...

λxn

 ですから

Φa(x⃗+ y⃗) =

n∑
k=1

ai(xi + yi) =

n∑
k=1

aixi +

n∑
k=1

aiyi = Φa(x⃗) + Φa(y⃗)

Φa(λx⃗) =
n∑

k=1

ai(λxi) = λ
n∑

k=1

aixi = λΦa(x⃗)

が従います．

写像 Φa に対して (1.13) と (1.14) を線型性 (linearity) といいます．これは写像

Φa が列ベクトルの加法’+’およびスカラー倍’·’と交換することを意味します．今か
ら様々な形で登場する線型性は本書の底流をなす重要な概念です．この単純な定理

1.2 ですが，例えば，後に行列式の性質を調べるのに用いることになります．

定理 1.2の形は少し大袈裟ですが，a ∈ (Rn)
∗ と x⃗, y⃗ ∈ Rn に対して

a(x⃗+ y⃗) = ax⃗+ ay⃗, a(λx⃗) = λ(ax⃗) (1.15)

が成立することです．これと同様に a, b ∈ (Rn)
∗ と x⃗ ∈ Rn に対して

(a+ b)x⃗ = ax⃗+ bx⃗, (λa)x⃗ = λ(ax⃗) (1.16)

が成立します．

演習 1.9. (1.16)を証明しましょう．
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演習 1.10. a ∈ (Rn)
∗ とします．

Φa(x⃗) = 0

がすべての x⃗ ∈ Rn に対して成立するならば a = 0 :=
(
0 · · · 0

)
が成立するこ

とを示しましょう．

1.1.4 ベクトルの転置

列ベクトルを行ベクトルにしたり，行ベクトルを列ベクトルにしたりすることも必

要になります．これを転置の記号 t を用いて表します (記号 t の tは transpositionの

tです）．すなわち

t (a1 a2 · · · an) =


a1
a2
...
an

 ,

t
x1
x2
...
xn

 = (x1 x2 · · · xn)

と記します．

次にベクトルの転置に関して基本的な性質をまとめた定理 1.3 を述べます．この定

理 1.3 は，転置とベクトルの足し算・スカラー倍の演算が交換することを意味し（転

置の線型性），後に行列の転置に関する基本的な公式 (1.28) （定理 1.5）を証明する

のに用います．また，列ベクトルを成分を用いて表現すると紙面を多く必要とします

ので，行ベクトルの転置として表します．� �
定理 1.3. (1) a⃗, b⃗ ∈ Rn と λ ∈ R に対して

t(⃗a+ b⃗) = ta⃗+ t⃗b, t (λa⃗) = λ · ta⃗, t
(
ta⃗
)
= a⃗

が成立します．

(2) a, b ∈ (Rn)
∗ と λ ∈ R に対して

t (a+ b) = ta+ tb, t (λa) = λta, t
(
ta
)
= a

が成立します．� �
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Proof. (1) のみを証明します．

a⃗ =

a1...
an

 , b⃗ =

b1...
bn

 とすると a⃗+ b⃗ =

a1 + b1
...

an + bn

 , λa⃗ =

λa1...
λan


から

t
(
a⃗+ b⃗

)
= (a1 + b1 · · · an + bn) =

ta⃗+ t⃗b

t (λa⃗) = (λa1 · · · λan) = λ (a1 · · · an) = λta⃗

が導けます．

演習 1.11. a⃗ =

 1

−2
3

と w⃗ =

xy
z

 に対して ta⃗ · w⃗を計算しましょう．

演習 1.12. a⃗1, · · · , a⃗ℓ ∈ Rn と c1, · · · , cℓ ∈ Rに対して

t (c1a⃗1 + · · ·+ cℓa⃗ℓ) = c1
ta⃗1 + · · ·+ cℓ

ta⃗ℓ (1.17)

を証明しましょう．行列の転置の基本的な性質に関する定理 2.8（47ページ）を証明

するときに，この式 (1.17)を用います．

1.2 内積とノルム

1.2.1 ベクトルの内積とノルム：定義

上の (1.1)のベクトル x⃗, y⃗ ∈ Rn に対して，内積を

x⃗ · y⃗ =
n∑

i=1

xiyi = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

と定めます．記号 ‘·’ が紛らわしいときは

(x⃗, y⃗) := x⃗ · y⃗

と表示することもあります．また，統計学を学ぶときには，内積を

tx⃗ · y⃗ = (x1 x2 · · · xn)


y1
y2
...
yn

 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = (x⃗, y⃗) (1.18)
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の左辺のように行ベクトルと列ベクトルの積として表示することもよくあります（こ

こで行ベクトルと列ベクトルの積 (1.11)を用いています）．まとめると

tx⃗y⃗ = (x⃗, y⃗) (1.19)

が x⃗, y⃗ ∈ Rn に対して成立します．

次に x⃗の大きさを

||x⃗|| =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n

と定めます．本書ではベクトルの大きさをノルムと呼びます．内積とノルムは

||x⃗||2 = (x⃗, x⃗) (1.20)

によって関係しています．

演習 1.13. 4次元ベクトル

a⃗ =


1
−2
3
2

 , b⃗ =


2
5
−1
0

 , c⃗ =


6
−1
−3
1


に対して (⃗a, b⃗), (⃗b, c⃗), (c⃗, a⃗) を計算しましょう．次に ||⃗a||, ||⃗b||, ||⃗c|| を計算しま
しょう．

内積とノルムについて簡単な性質をまとめると次の定理 1.4になります．� �
定理 1.4. x⃗, y⃗, z⃗ ∈ Rn と λ ∈ Rに対して

(x⃗+ y⃗, z⃗) = (x⃗, z⃗) + (y⃗, z⃗) (1.21)

(x⃗, y⃗ + z⃗) = (x⃗, y⃗) + (x⃗, z⃗) (1.22)

(λx⃗, y⃗) = (x⃗, λy⃗) = λ(x⃗, y⃗) (1.23)

(x⃗, y⃗) = (y⃗, x⃗) (1.24)

||λx⃗|| = |λ| · ||x⃗|| (1.25)

||x⃗|| ≧ 0, ||x⃗|| = 0⇔ x⃗ = 0⃗ (1.26)� �
定理 1.4を証明する前に次を復習しましょう．



1.2 内積とノルム 11� �
復習　

n∑
i=1

(ai + bi) =

n∑
i=1

ai +

n∑
i=1

bi,

n∑
i=1

λai = λ

n∑
i=1

ai

� �
Proof. x⃗ = (xi), y⃗ = (yi), z⃗ = (zi)と定理 1.4 に現れるベクトルを第 i成分により

表します．このとき

(x⃗+ y⃗, z⃗) =

n∑
i=1

(xi + yi)zi =

n∑
i=1

xizi +

n∑
i=1

yizi = (x⃗, z⃗) + (y⃗, z⃗)

(x⃗, y⃗ + z⃗) =
n∑

i=1

xi(yi + zi) =
n∑

i=1

xiyi +
n∑

i=1

xizi = (x⃗, y⃗) + (x⃗, z⃗)

から (1.21)と (1.22)を得ます．次に λx⃗ = (λxi), λy⃗ = (λyi) と λx⃗と λy⃗ の第 i成

分が表されることを用いると

(λx⃗, y⃗) =

n∑
i=1

λxi · yi = λ

n∑
i=1

xi · yi = λ(x⃗, y⃗)

(x⃗, λy⃗) =
n∑

i=1

xi · λyi = λ
n∑

i=1

xi · yi = λ(x⃗, y⃗)

から (1.23)を得ます．また (1.24)は

(x⃗, y⃗) =
n∑

i=1

xiyi =
n∑

i=1

yixi = (y⃗, x⃗)

と容易に示せます．さらに

||λx⃗||2 =

n∑
i=1

λ2x2i = λ2
n∑

i=1

x2i = λ2||x⃗||2

の最左辺と最右辺の平方根は ||λx⃗|| = |λ| · ||x⃗|| すなわち (1.25)となります．最後に

(1.26) ですが
||x⃗|| ≥ 0 および x⃗ = 0⃗ =⇒ ||x⃗|| = 0

は明らかです．一般に
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非負の実数 A1, · · · , An ≥ 0に対して

A1 +A2 + · · ·+An = 0 =⇒ A1 = A2 = · · · = An = 0 (1.27)� �
であることに注意します．すると ||x⃗|| = 0を仮定すると

x21 + x22 + · · ·+ x2n = 0, x2i ≥ 0 (i = 1, 2, · · · , n)

から x1 = x2 = · · · = xn = 0すなわち x⃗ = 0が従います．

演習 1.14. (1.27)を n = 2の場合に証明しましょう．一般の nの場合を数学的帰納

法により証明しましょう．

演習 1.15. 大きさが 1のベクトルを単位ベクトルと呼びます．x⃗ ∈ Rn が x⃗ ̸= 0⃗で

あるとき x⃗0 =
1

||x⃗||
x⃗ が単位ベクトルとなることを証明しましょう．

今後よく用いる公式 (1.28)を定理 1.5で与えましょう．これを用いると，ベクトル

とその内積・ノルムを用いて思考することが容易になります．� �
定理 1.5. x⃗, y⃗ ∈ Rn に対して

||x⃗± y⃗||2 = ||x⃗||2 ± 2(x⃗, y⃗) + ||y⃗||2 (1.28)

が成立します．� �
公式 (1.28)を証明しましょう．(1.20)など上で述べた性質を用いると

||x⃗+ y⃗||2 = (x⃗+ y⃗, x⃗+ y⃗) ((1.20)から)

= (x⃗, x⃗+ y⃗) + (y⃗, x⃗+ y⃗) ((1.21)から)

= (x⃗, x⃗) + (x⃗, y⃗) + (y⃗, x⃗) + (y⃗, y⃗) ((1.22)から)

= (x⃗, x⃗) + (x⃗, y⃗) + (x⃗, y⃗) + (y⃗, y⃗) ((1.23)から)

= ||x⃗||2 + 2(x⃗, y⃗) + ||y⃗||2 ((1.20)から)

と証明できます．

演習 1.16. a⃗ = t(1 − 1 3), b⃗ = t(2 1 − 1)に対して

f(t) = ||⃗b− t⃗a||2

を考えます．このとき公式 (1.28)を用いて f(t)の最小値を求めましょう．
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演習 1.17. a⃗, b⃗, c⃗ ∈ Rn に対して

|| a⃗+ b⃗+ c⃗ ||2 = || a⃗ ||2 + || b⃗ ||2 + || c⃗ ||2 + 2(⃗a, b⃗) + 2(⃗b, c⃗) + 2(c⃗, a⃗)

を示しましょう．

1.3 ベクトルの垂直

x⃗, y⃗ ∈ Rn が垂直である（直交する）とは

(x⃗, y⃗) = 0

であるときを意味します．このとき x⃗ ⊥ y⃗と記します．この節では，ベクトルの垂直
と内積の関係を説明するのに留めます．内積の幾何学的な意味については 1.6節で補

足します．

演習 1.18. a⃗, b⃗, c⃗ ∈ Rn とします．a⃗ ⊥ b⃗, かつ a⃗ ⊥ c⃗ ならば

a⃗ ⊥ (λ⃗b+ µc⃗)

が成立することを示しましょう．

演習 1.19. a⃗ ∈ Rn がすべての x⃗ ∈ Rn に対して垂直であるとします．すなわち

(⃗a, x⃗) = 0 (x⃗ ∈ Rn)

が成立するとします．このとき a⃗ = 0⃗であることを示しましょう．

演習 1.20. f⃗1, f⃗2, f⃗3 ∈ Rn が

(f⃗i, f⃗j) =

{
1 (i = j)

0 (i ̸= j)

を満たすとします．このとき f⃗1, f⃗2, f⃗3 は正規直交系であるといいます．

(1) ||xf⃗1 + yf⃗2||2 = x2 + y2 , ||xf⃗1 + yf⃗2 + zf⃗3||2 = x2 + y2 + z2 を示しましょう．

(2) g⃗ ∈ Rn に対して ||⃗g − xf⃗1 − yf⃗2||2 = ||⃗g||2 + x2 + y2 − 2x(g⃗, f⃗1)− 2y(g⃗, f⃗2),

||⃗g − xf⃗1 − yf⃗2 − zf⃗3||2 = ||⃗g||2 + x2 + y2 + z2 − 2x(g⃗, f⃗1)− 2y(g⃗, f⃗2)− 2z(g⃗, f⃗3)

を示しましょう．



14 第 1章 ベクトルとその幾何学

1.4 ベクトルの平行

また x⃗, y⃗ ∈ Rn が平行であるとは

λx⃗+ µy⃗ = 0⃗

がある (λ, µ) ̸= (0, 0)に対して成立するときです．(λ, µ) ̸= (0, 0)とは λ ̸= 0または

µ ̸= 0のときで，例えば λ ̸= 0 であるときは

x⃗ = −µ
λ
y⃗

となり，µ ̸= 0のときは

y⃗ = −λ
µ
x⃗

となります．これは，n = 2（2次元）および n = 3（3次元）の場合，ベクトルの平

行に関する定義に他なりません．x⃗, y⃗ ∈ Rn が平行であるとき x⃗ ∥ y⃗ と記します．
2本の実ベクトル x⃗, y⃗ ∈ Rn が平行でない必要十分条件は（x⃗ ∦ y⃗ と記します）

λx⃗+ µy⃗ = 0⃗ =⇒ λ = µ = 0

です．この条件は後に x⃗, y⃗ ∈ Rn が線型独立（1次独立）であることの定義となり，

さらに，この定義が一般の本数のベクトルに対して拡張されます（133ページの定義

5.3参照）．

演習 1.21. (1) a⃗ =

 1

−2
−4

 , b⃗ =

 2

−4
µ

 ∈ R3 に対して，a⃗と b⃗が平行であるとき

µを求めましょう．

(2) a⃗ =

 1

−3
−4

 , b⃗ =

 2

−4
µ

 ∈ R3 に対して，a⃗と b⃗は平行とならないことを示し

ましょう．

演習 1.22. a⃗, 0⃗ ∈ Rn は常に平行であることを証明しましょう．

演習 1.23. x⃗, y⃗ ∈ Rn が平行でないとします．このとき次を示しましょう．

x⃗ ∦ (λx⃗+ y⃗), (x⃗+ y⃗) ∦ (x⃗− y⃗)
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ここで演習 1.23を一般化します．そのために x⃗, y⃗ ∈ Rn が平行でないとします．

そして
α⃗ = a1x⃗+ b1y⃗, β⃗ = a2x⃗+ b2y⃗ (1.29)

と定めます．このとき次の定理 1.6が成立します．� �
定理 1.6.

α⃗ ∦ β⃗ ⇔ ∆ := a1b2 − a2b1 ̸= 0� �
この定理 1.6の証明のために次の補助定理 1.4を証明します．� �
補助定理 1.1. (1) ∆ := a1b2 − a2b1 ̸= 0を仮定します．このとき{

a1x+ a2y = 0 · · · (P)
b1x+ b2y = 0 · · · (Q)

が成立するならば x = y = 0を得ます．

(2) ∆ := a1b2 − a2b1 = 0 を仮定します．このときある (x, y) ̸= (0, 0) に対し

て (1)の連立 1次方程式 (P)かつ (Q)が成立します．� �
Proof.（補助定理 1.4の証明）　 (1) (P)×b2−(Q)×a2 と (P)×b1−(Q)×a1 から

(a1b2 − a2b1)x = 0, −(a1b2 − a2b1)y = 0

が従いますから，∆ := a1b2 − a2b1 ̸= 0のとき x = y = 0が従います．

(2) ∆ := a1b2 − a2b1 = 0のとき (x, y) = (b2,−b1)は連立 1次方程式 (P)かつ (Q)

を満たします．同様に (x, y) = (a2,−a1) は連立 1 次方程式 (P) かつ (Q) を満たし

ます．

したがって，(a1, a2) ̸= (0, 0)または (b1, b2) ̸= (0, 0)が成立するときは，連立 1次

方程式 (P)かつ (Q)に (x, y) ̸= (0, 0)を満たす解が存在することが分かります．

さらに条件「(a1, a2) ̸= (0, 0) または (b1, b2) ̸= (0, 0)」が成立しないときは，

a1 = a2 = b1 = b2 = 0ですから，この場合は (x, y) ̸= (0, 0)を満たす任意の (x, y)

が連立 1次方程式 (P)かつ (Q) の解となります．

さらに補助定理 1.4を用いて定理 1.6 を証明します．

Proof.（定理 1.6の証明）　 (⇐) まず ∆ = a1b2 − a2b1 ̸= 0 を仮定します．α⃗ ∦ β⃗
を示すために

ξα⃗+ ηβ⃗ = 0⃗
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を仮定します．このとき

ξα⃗+ ηβ⃗ = (ξa1 + ηa2)x⃗+ (ξb1 + ηb2)y⃗ = 0⃗

が成立しますが，x⃗ ∦ y⃗ から

ξa1 + ηa2 = ξb1 + ηb2 = 0

が従います．ここで仮定 ∆ = a1b2 − a2b1 ̸= 0が成立しますから ξ = η = 0を得ま

す（補助定理 1.4）．

(⇒) 対偶を証明します．そのために ∆ = a1b2 − a2b1 = 0を仮定します．このとき

補助定理 1.4 により，(ξ, η) ̸= (0, 0)を満たす (ξ, η)に対して

ξa1 + ηa2 = ξb1 + ηb2 = 0

が成立します．このとき

ξα⃗+ ηα⃗ = (ξa1 + ηa2)x⃗+ (ξb1 + ηb2)y⃗ = 0⃗

が成立しますから，α⃗ ∥ β⃗ が成立します．

1.5 Cauchy-Schwarzの不等式

■Cauchy-Schwarzの不等式 　 2本のベクトルの間の内積は，それぞれのノルムの

積で絶対値が押さえられます．� �
定理 1.7. 任意の実ベクトル x⃗, y⃗ ∈ Rn に対して不等式

|(x⃗, y⃗)| ≦ ||x⃗|| · ||y⃗|| (1.30)

が成立します．� �
この不等式は，実用的に大変に有用です．実際，統計学の相関係数と関係してき

ます．

不等式 (1.30)の証明を与えましょう．

すべての λ ∈ R に対して

0 ≦ ||λx⃗− y⃗||2 = λ2||x⃗||2 − 2λ(x⃗, y⃗) + ||y⃗||2
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が成立します．この式の右辺は λの 2次式になります．その 2次の係数に関して場

合を分けて考えます．

(i) ||x⃗|| = 0 のとき　 y⃗ = 0⃗から，明らかに

(左辺) = |(⃗0, y⃗)| = 0, (右辺) = ||⃗0|| · ||y⃗|| = 0

となり，不等式 (1.30)が成立します．

(ii) ||x⃗|| ̸= 0 のとき　 ||x⃗||2 > 0 ですから λ の関数

F (λ) = λ2||x⃗||2 − 2λ(x⃗, y⃗) + ||y⃗||2

は，グラフは下に凸の放物線になります．2次式の判別式の理論� �
A > 0とするとき

At2 + 2Bt+ C ≥ 0 ⇔ D/4 = B2 −AC ≤ 0� �
を用いると，すべての λ ∈ R に対して F (λ) ≧ 0 であることから，

(x⃗, y⃗)2 − ||x⃗||2||y⃗||2 ≦ 0

であることが分かります．これから (1.30)が従います．

■Cauchy-Schwarz の不等式の等号成立条件 x⃗ ̸= 0 のとき

f(a) = ||y⃗ − ax⃗||2

の最小値を求めてみましょう．

f(a) = a2||x⃗||2 − 2a(x⃗, y⃗) + ||y⃗||2 = ||x⃗||2
(
a2 − 2

(x⃗, y⃗)

||x⃗||2
a+
||y⃗||2

||x⃗||2

)
= ||x⃗||2

{(
a− (x⃗, y⃗)

||x⃗||2

)2

+
||y⃗||2

||x⃗||2
− (x⃗, y⃗)2

||x⃗||4

}

ですから a =
(x⃗, y⃗)

||x⃗||2
であるときに f(a) は最小値

||y⃗||2 − (x⃗, y⃗)2

||x⃗||2
=

1

||x⃗||2
(
||x⃗||2||y⃗||2 − (x⃗, y⃗)2

)
(1.31)

を取ります．
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このことから，Cauchy-Schwarz の不等式の等号成立条件について考えてみましょ

う．すなわち
|(x⃗, y⃗)| = ||x⃗|| · ||y⃗|| (1.32)

が成立する場合について考えます．このとき，等式 (1.31)，すなわち∥∥∥∥y⃗ − (x⃗, y⃗)

||x⃗||2
x⃗

∥∥∥∥2 =
1

||x⃗||2
(
||x⃗||2||y⃗||2 − (x⃗, y⃗)2

)
において，右辺が 0ですから y⃗ =

(x⃗, y⃗)

||x⃗||2
x⃗ が成立します．よって (1.32)から

x⃗ ∥ y⃗

が成立することが分かりました（以上は x⃗ ̸= 0⃗の場合を考えていましたが，x⃗ = 0⃗の

ときは (1.32)も x⃗ ∥ y⃗ も成立します）．
逆に x⃗ ∥ y⃗ を仮定します．このとき，

||y⃗|| = |λ| · ||x⃗|| または ||x⃗|| = |λ| · ||y⃗||

を満たす λ ∈ Rが存在します．||y⃗|| = |λ| · ||x⃗||のとき

||x⃗|| · ||y⃗|| = ||x⃗|| · |λ|||x⃗|| = |λ| · ||x⃗||2, |(x⃗, y⃗)| = |(x⃗, λx⃗)| = |λ| · ||x⃗||2

より，
|(x⃗, y⃗)| = ||x⃗|| · ||y⃗||

が成立します（x⃗と y⃗ の対称性から，||x⃗|| = |λ| · ||y⃗||の場合も同様です）．
以上をまとめて次の定理 1.8を示しました．� �
定理 1.8. （Cauchy-Schwarz の不等式の等号成立条件）n 次元ベクトル

x⃗, y⃗ ∈ Rn に関して

|(x⃗, y⃗)| = ||x⃗|| · ||y⃗|| ⇐⇒ x⃗ ∥ y⃗

が成立します．� �
■三角不等式 x⃗, y⃗ ∈ Rn に対して三角不等式

||x⃗+ y⃗|| ≤ ||x⃗||+ ||y⃗||
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が成立します．実際

||x⃗+ y⃗||2 ≤ ||x⃗||2 + 2(x⃗, y⃗) + ||y⃗||2

≤ ||x⃗||2 + 2||x⃗|| · ||y⃗||+ ||y⃗||2 = (||x⃗||+ ||y⃗||)2

から従います．ここで Cauchy-Schwarzの不等式 (1.30)を用いていることに注意し

ましょう．

1.6 正射影ベクトル

1.5節（17ページ～）において，x⃗ ̸= 0⃗を満たす実ベクトル x⃗に対して，a ∈ Rの

関数
f(a) = ||y⃗ − ax⃗||2

が最小値を

a = a0 =
(x⃗, y⃗)

||x⃗||2

のときに取ることを示しました．この場合はどのような場合かを考えてみましょう．

最初に，2次元と 3次元の場合を考えます．この場合は，2つのベクトルのなす角

が意味を持ちます．一般に α⃗, β⃗ ∈ Rn のなす角が θ であるとき

(α⃗, β⃗) = ||α⃗|| · ||β⃗|| cos θ

が成立します．これを用いると，右図から幾何学的に

y⃗ − ax⃗⊥x⃗

が成立するときに ||y⃗ − ax⃗|| が最小になることが分か
ります．実際

0 = (y⃗ − ax⃗, x⃗) = (y⃗, x⃗)− a(x⃗, x⃗) = (y⃗, x⃗)− a||x⃗||2

が成立しますから

a = a0 =
(y⃗, x⃗)

||x⃗||2

のとき f(a)が最小になることを（2次元と 3次元の場合に）幾何学的に示したこと

になります．
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一般の次元でも，f(a) = ||y⃗ − ax⃗||2 の最小値を取る a = a0 = (x⃗,y⃗)
||x⃗||2 の場合

(x⃗, y⃗ − ax⃗) = (x⃗, y⃗)− a(x⃗, x⃗) = (x⃗, y⃗)− (x⃗, y⃗)

||x⃗||2
||x⃗||2 = (x⃗, y⃗)− (x⃗, y⃗) = 0

から
y⃗ − ax⃗⊥x⃗

であることが分かります．ここで

(x⃗, y⃗)

||x⃗||2
x⃗ =

(
1

||x⃗||
x⃗, y⃗

)
· 1

||x⃗||
x⃗

のことを y⃗ の x⃗ 方向への正射影ベクトル（直交射影ベクトル）と定義します．

演習 1.24. 次のベクトル a⃗と b⃗に対して，b⃗の a⃗方向の正射影を求めましょう．

(1) a⃗ =

1

1

1

 , b⃗ =

 2

1

−1

 (2) a⃗ =

 1

0

−1

 , b⃗ =

2

2

1

 (3) a⃗ =


1

1

1

−1

 , b⃗ =


1

0

−1
1



1.7 2次元部分空間

1.7.1 座標とは

■定義と座標 平行でない n次元ベクトル a⃗, b⃗ ∈ Rn を考えます（この 1.7節では

n = 3と考えても構いません）．このとき

λa⃗+ µ⃗b = 0⃗ ⇒ λ = µ = 0

が成立します．このときRn の部分集合

V := {xa⃗+ y⃗b ∈ Rn; x, y ∈ R}

を考えます．この V を a⃗ と b⃗ が生成する

（張る）2 次元部分空間と呼びます．また

V = L(⃗a, b⃗)または V = Ra⃗+Rb⃗ と記す

こともあります．

後に 5.1節で部分空間をより一般的に導入しますが，その基本的な性質は，V に属

するベクトルが足し算およびスカラー倍で V の中に留まることです．すなわち

v⃗1, v⃗2 ∈ V ⇒ v⃗1 + v⃗2 ∈ V, λv⃗1 ∈ V
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が成立していることです．この性質は

v⃗1, v⃗2 ∈ V ⇒ λv⃗1 + µv⃗2 ∈ V

と必要十分です（このとき V は足し算，スカラー倍に関して閉じているといいます）．

実際，v⃗1, v⃗2 ∈ V とすると

v⃗1 = x1a⃗+ y1⃗b, v⃗2 = x2a⃗+ y2⃗b

が成立して

λv⃗1 + µv⃗2 = λ(x1a⃗+ y1⃗b) + µ(x2a⃗+ y2⃗b)

= (λx1 + µx2)⃗a+ (λy1 + µy2)⃗b ∈ V

が分かります．

これまでは a⃗と b⃗が平行でないことを用いていませんでした．v⃗ ∈ V が

v⃗ = xa⃗+ y⃗b = x′a⃗+ y ′⃗b

と 2通りに表現されていたとします．このとき

(x− x′)⃗a+ (y − y′)⃗b = 0⃗

から x = x′ かつ y = y′ が成立します．このことから

φ : R2 −→ V

(
x
y

)
7→ xa⃗+ y⃗b

が（次のページに説明してある）全単射であることが分かります．これは V のベク

トル v⃗ を決めると v⃗ = xa⃗+ y⃗bを満たす

(
x

y

)
がただ 1つ定まることを意味します．(

x

y

)
を基底 a⃗, b⃗による v⃗ の座標と呼びます．
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写像の単射・全射　集合 X から集合 Y への写像

f : X −→ Y

があるとします．このとき f が単射であるとは

f(x) = f(x′)⇒ x = x′ (1.33)

が成立することです．また f が全射であるとは，任意の y ∈ Y に対して

f(x) = y

である x ∈ X が存在することです．f が単射でかつ全射であるとき f は全単

射であるといいます．� �
■座標変換 次に

α⃗ = a⃗, β⃗ = a⃗+ b⃗ (1.34)

である α⃗, β⃗ ∈ V を考えます．定理 1.6を用いると

1 · a− 0 · 1 = 1 ̸= 0

から α⃗ ∦ β⃗ であることに注意しましょう．また

V ′ := L(α⃗, β⃗) = {ξα⃗+ ηβ⃗ ∈ Rn; ξ, η ∈ R}

と定めると α⃗, β⃗ ∈ V から
ξα⃗+ ηβ⃗ ∈ V

となり，V ′ ⊂ V であることが分かります．逆に (1.34)から従う

a⃗ = α⃗, b⃗ = β⃗ − α⃗ (1.35)

から任意の v⃗ = xa⃗+ y⃗b ∈ V に対して

v⃗ = xα⃗+ y(β⃗ − α⃗) = (x− y)α⃗+ yβ⃗ ∈ V ′

が成立して，V ⊂ V ′ であることが分かります．以上で

L(⃗a, b⃗) = L(α⃗, β⃗)



1.7 2次元部分空間 23

であることが示されました．これによって V の基底として a⃗, b⃗ではなくて α⃗, β⃗ と

取ってもよいことが分かります．

以上の計算から
v⃗ = xa⃗+ y⃗b = ξα⃗+ ηβ⃗

が成立するとき {
ξ = x− y
η = y

が成立することも分かります．これを，基底 a⃗, b⃗から基底 α⃗, β⃗ の取り換えに伴う

座標

(
x
y

)
と

(
ξ
η

)
の間の座標変換

といいます．

以上で示したことを一般的にした演習 1.25を考えましょう．

演習 1.25. a⃗, b⃗ ∈ Rn は平行でないとして，p⃗, q⃗ ∈ L(⃗a, b⃗)を

p⃗ = c1a⃗+ d1⃗b, q⃗ = c2a⃗+ d2⃗b

と定めます．ここで ∆ := c1d2 − c2d1 ̸= 0 と仮定します．

(1) 等式 a⃗ =
1

∆
(d2p⃗− d1q⃗), b⃗ =

1

∆
(−c2p⃗+ c1q⃗) を示しましょう．

(2) L(⃗a, b⃗) = L(p⃗, q⃗) を示しましょう．

(3) xa⃗+ y⃗b = sp⃗+ tq⃗ であるとき

s =
1

∆
(xd2 − yc2), t =

1

∆
(−xd1 + yc1)

と座標変換の公式が得られることを示しましょう．

1.7.2 Gram-Schmidtの直交化（入門）

■問題 これまでと同様に a⃗ ∦ b⃗である a⃗, b⃗ ∈ Rn を考えます．f⃗ ∈ Rn に対して

||f⃗ − v⃗||2

を最小にする v⃗ ∈ V = L(⃗a, b⃗)を求めることを考え

ましょう．
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　右図のように n = 3 の場合を想定すれば，直観

的に
(f⃗ − v⃗0) ⊥ V (1.36)

を満たす v⃗0 ∈ V 対して最小値を取ります．実際，
(1.36)は

(f⃗ − v⃗0) ⊥ v⃗ (v⃗ ∈ V )

を意味しますから，任意の v⃗ ∈ V に対して，v⃗ − v⃗0 ∈ V となることから

(f⃗ − v⃗0, v⃗ − v⃗0) = 0

が成立することに注意しましょう．右上図で直角と記されている角に着目してくださ

い．このとき

||f⃗ − v⃗||2 = ||f⃗ − v⃗0 + v⃗0 − v⃗||2

= ||f⃗ − v⃗0||2 + ||v⃗0 − v⃗||2 ≥ ||f⃗ − v⃗0||2

から v⃗ = v⃗0 のとき最小であることが分かります．

■Gram-Schmidtの直交化 次に v⃗0 を求める方法を説明します．そのために，V に

対して特殊な基底の取り換えを行います．
　前提である a⃗ ∦ b⃗から a⃗ ̸= 0⃗であることが分りま

すから，

p⃗ =
1

||⃗a||
· a⃗

と定めます．このとき ||p⃗|| = 1となります．
次に，b⃗の p⃗方向への正射影

w⃗ = (⃗b, p⃗)p⃗ =
(⃗b, a⃗)

||⃗a||2
· a⃗

とすると b⃗− w⃗ ⊥ p⃗となります．b⃗− w⃗ = 0⃗ であると b⃗ = ∗a⃗となり前提である a⃗ ∦ b⃗
に反しますから，b⃗− w⃗ ̸= 0⃗が成立します（ここで ∗a⃗は a⃗の定数倍を意味します）．

このことから

q⃗ =
1

||⃗b− w⃗||

(
b⃗− (⃗b, a⃗)

||⃗a||2
· a⃗

)
と定めることができます．このとき ||q⃗|| = 1で

p⃗ ⊥ q⃗
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が成立します．ここで演習 1.25を用いると

V = L(⃗a, b⃗) = L(p⃗, q⃗)

が成立します．しかも
||p⃗|| = ||q⃗|| = 1, (p⃗, q⃗) = 0 (1.37)

が成立します．(1.37) を満たす基底を 2 次元部分空間 V の正規直交基底と呼びま

す．また平行でない a⃗, b⃗ から p⃗, q⃗ を求める方法を Gram-Schmidtの直交化と呼

びます．

以上の準備の下で v⃗0 を求めましょう．v⃗0 = ξp⃗+ ηq⃗ とすると

(f⃗ − ξp⃗− ηq⃗, p⃗) = (f⃗ − ξp⃗− ηq⃗, q⃗) = 0

から
ξ = (f⃗ , p⃗), η = (f⃗ , q⃗)

が従います．これで
v⃗0 = (f⃗ , p⃗) · p⃗+ (f⃗ , q⃗) · q⃗

であることが分かりました．5.4節では，別の解法について学びます．また，より一

般的な Gram-Schmidtの直交化に関しては 5.5節で学びます．

演習 1.19を用いると

||f⃗ − ξp⃗− ηq⃗||2 = ||f⃗ ||2 + ξ2 + η2 − 2ξ(f⃗ , p⃗)− 2η(f⃗ , q⃗)

= (ξ − (f⃗ , p⃗))2 + (η − (f⃗ , q⃗))2 + ||f⃗ ||2 − (f⃗ , p⃗)2 − (f⃗ , q⃗)2

から ||f⃗ − ξp⃗ − ηq⃗||2 は ξ = (f⃗ , p⃗), η = (f⃗ , q⃗)で最小値 ||f⃗ ||2 − (f⃗ , p⃗)2 − (f⃗ , q⃗)2 を

取ることが分かります．

演習 1.26. 演習 1.24 の (3) の a⃗ と b⃗ を考えます．g⃗ = t(1 0 0 0) に対して g⃗ の

L(⃗a, b⃗) への正射影ベクトル v⃗0 を求めましょう．
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第 2章

行列

2.1 行列

m×n行列 (matrix )Aとは n個のm次元列ベクトル a⃗1, a⃗2, · · · , a⃗j , · · · a⃗n ∈ Rm

を
A = (⃗a1 a⃗2 · · · a⃗j · · · a⃗n)

と横に並べた（束ねた (bundle)）ものです．a⃗j のことを Aの j 列 (column)と呼び
ます．各列を

a⃗1 =



a11

a21

...
ai1

...
am1


, a⃗2 =



a12

a22

...
ai2

...
am2


, · · · , a⃗j =



a1j

a2j

...
aij

...
amj


, · · · , a⃗n =



a1n

a2n

...
ain

...
amn


と成分表示すると

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n

...
...

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj · · · amn


と表示されます．ここで aij のことを Aの (i, j)成分または i行 j 列と呼びます．以

上の列ベクトル表示に加えて i行 (row)

ai = (ai1 ai2 · · · ain)
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を用いた Aの行ベクトル表示

A =



a1

...
ai

...
am

 (2.1)

も用います．

演習 2.1. 5× 4行列

A =


a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3
a4 b4 c4 d4
a5 b5 c5 d5


に対して (2, 3)成分，(4, 2)成分，3列，4行は何か答えましょう．

2.2 行列の和・差とスカラー倍

同じ型を持つ，すなわち同じ行数，列数を持つ行列の間には足し算（加法）と引き

算（減法）が定義されます．m× n行列，すなわちm行 n列の行列

A = (⃗a1 · · · a⃗j · · · a⃗n) =



a1

...
ai

...
am

 = (aij) , B = (⃗b1 · · · b⃗j · · · b⃗n) =



b1
...
bi
...

bm

 = (bij)

に対してその和と差を

A+B =
(
a⃗1 + b⃗1 · · · a⃗j + b⃗j · · · a⃗n + b⃗n

)
=



a1 + b1
...

ai + bi
...

am + bm

 = (aij + bij)
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A−B =
(
a⃗1 − b⃗1 · · · a⃗j − b⃗j · · · a⃗n − b⃗n

)
=



a1 − b1
...

ai − bi
...

am − bm

 = (aij − bij)

と定めます．また定数 α ∈ Rに対して Aの α倍を

αA = (αa⃗1 · · · αa⃗j · · · αa⃗n) =



αa1

...
αai

...
αam

 = (α · aij)

で定義します．次に例(
a b c
α β γ

)
+

(
d e f
δ ε φ

)
=

(
a+ d b+ e c+ f
α+ δ β + ε γ + φ

)

µ

(
a b c
α β γ

)
=

(
µa µb µc
µα µβ µγ

)
を見て理解を深めましょう．

これまで m × n行列 A, B に対して和・差とスカラー倍（定数倍）を定義しまし

た．この 2つの優先順位について注意します．すなわち λA± µB ですが，

λA± µB = (λA)± (µB)

とスカラー倍を計算した後に足し算・引き算をするのが唯一可能な計算順序です．

演習 2.2. 次の計算をしましょう．

(1)

(
1 2 −3 4

0 −5 1 −1

)
+

(
3 −5 6 −1
2 0 −2 −3

)
(2) 4

(
1 2 −3 4

0 −5 1 −1

)

演習 2.3. A =

(
−1 1 2

0 −3 4

)
, B =

(
−4 0 3

1 −2 3

)
に対して A + B, 3A − B,

A− 2B を計算しましょう．

行列の足し算とスカラー倍に関して，次の定理 2.1が成立します．
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定理 2.1. m行 n列の行列 A，B，C に対して，以下が成立します．

(1) A+B = B +A

(2) (A+B) + C = A+ (B + C)

(3) α(βA) = (αβ)A

(4) (α+ β)A = αA+ βA

(5) α(A+B) = αA+ αB� �
Proof. 以下では A = (⃗aj), B = (⃗bj), C = (c⃗j)と行列 A, B, C の j 列を用いて定

理を示します．

(1) A+ B = (⃗aj + b⃗j) = (⃗bj + a⃗j) = B + Aから証明できます．ここで定理 1.1の

(1.6) を用いました．

(2) (A+B) + C = (⃗aj + b⃗j) + (c⃗j) =
(
(⃗aj + b⃗j) + c⃗j

)
=
(
a⃗j + (⃗bj + c⃗j)

)
=

A+ (B + C)から証明できます．ここで定理 1.1の (1.7) を用いました．

(3), (4), (5), については演習 2.4とします．

演習 2.4. 定理 2.1の (3), (4), (5) を証明しましょう．

2.3 行列の積

2.3.1 行列 ×列ベクトル

次に行列に右からベクトルを掛けることを考えます．上に与えた m × n 行列

A = (⃗a1 a⃗2 · · · a⃗n) と n次元列ベクトル x⃗ ∈ Rn，すなわち

A =
(
a⃗1 · · · a⃗j · · · a⃗n

)
=



a1

...
ai

...
am

 と x⃗ =



x1
...
xj
...
xn


との積を

Ax⃗ = x1a⃗1 + · · ·+ xj a⃗j + · · ·+ xna⃗n ∈ Rm
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と定義します．この両辺の第 i成分に着目すると

Ax⃗ = x1


...
ai1
...

+ · · ·+ xj


...
aij
...

+ · · ·+ xn


...
ain
...



=


...

x1ai1 + · · ·+ xjaij + · · ·+ xnain
...

 =


...∑n

j=1 xjaij
...


となります．ここで p⃗ = Ax⃗ = t(p1 p2 · · · pm) と成分表示すると，Ax⃗の第 i成分は

pi =
n∑

j=1

aijxj = (ai1 · · · aij · · · ain)



x1
...
xj
...
xn

 = ai x⃗

となり，これから Ax⃗の成分表示

A x⃗ =



a1 x⃗
...

ai x⃗
...

am x⃗


を得ます．

演習 2.5. 次の行列の計算をしましょう．

(1)

(
a1 a2

b1 b2

)(
x

y

)
(2)

(
1 2

4 3

)(
x

y

)
(3)

a α p

b β q

c γ r


xy
z



(4)

1 2 −3 4

0 4 −6 7

2 4 −6 8



x

y

z

w


演習 2.6. 3列の行列 A =

(
a⃗ b⃗ c⃗

)
に対して次の積を計算しましょう．
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(1) A

1

0

0

 (2) A

0

1

0

 (3) A

0

0

1

 (4) A

1

0

λ

 (5) A

0

λ

0


上で見たように m× n行列 Aを n次元ベクトル x⃗ ∈ Rn に左から掛けると m次

元ベクトル Ax⃗ ∈ Rm を得ます．ここで

ΦA(x⃗) = Ax⃗

と定めると写像
ΦA : Rn −→ Rm x⃗ 7→ Ax⃗ (2.2)

を定義できます．この写像 ΦA について次の定理 2.2 が成立し，これを ΦA の線型

性といいます．� �
定理 2.2.

ΦA(x⃗+ y⃗) = ΦA(x⃗) + ΦA(y⃗) (x⃗, y⃗ ∈ Rn) (2.3)

ΦA(λx⃗) = λΦA(x⃗) (x⃗ ∈ Rn, λ ∈ R) (2.4)� �
Proof. x⃗ =


x1
...

xn

 , y⃗ =


y1
...

yn

と x⃗と y⃗ の成分表示をします．すると

ΦA(x⃗+ y⃗) = (x1 + y1)⃗a1 + · · ·+ (xj + yj )⃗aj + · · ·+ (xn + yn)⃗an

= x1a⃗1 + · · ·+ xj a⃗j + · · ·+ xna⃗n + y1a⃗1 + · · ·+ yj a⃗j + · · ·+ yna⃗n

= ΦA(x⃗) + ΦA(y⃗)

ΦA(λx⃗) = (λx1)⃗a1 + · · ·+ (λxj )⃗aj + · · ·+ (λxn)⃗an

= λ(x1a⃗1 + · · ·+ xj a⃗j + · · ·+ xna⃗n) = λΦA(x⃗)

から証明されます．

(2.3)と (2.4)は行列の積の形では

A(x⃗+ y⃗) = Ax⃗+Ay⃗, A(λx⃗) = λ (Ax⃗) (2.5)

と表されます．これをまとめて得られる
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A(λx⃗+ µy⃗) = λAx⃗+ µAy⃗ (2.6)� �

および (2.5)を繰り返して得られる

A(c1x⃗1 + · · ·+ cℓx⃗ℓ) = c1Ax⃗1 + · · ·+ cℓAx⃗ℓ (2.7)

も有用です．この公式 (2.7) は X = (x⃗1 · · · x⃗ℓ)と c⃗ = t(c1 · · · cℓ)を用いて

A(Xc⃗) = (AX)c⃗ (2.8)

とも表現できます．これは，後に行列の積の結合法則の証明で用いることになります

（(2.12)および定理 2.3 （38ページ）参照）．

演習 2.7. (2.6)と (2.7)を証明しましょう．

2.3.2 行ベクトル ×行列

行列の左から行ベクトルを掛けることも必要になります．n× ℓ行列X が，行ベク

トル表示と列ベクトル表示

X =



x1

...
xj

...
xn

 = (x⃗1 · · · x⃗k · · · x⃗ℓ) (2.9)

を持っているとします．この X に左から n次元行ベクトル a = (a1 · · · aj · · · an)
を掛けることを

aX =
(
a1 · · · aj · · · an

)


x1

...
xj

...
xn

 = a1x1 + · · ·+ ajxj + · · ·+ anxn
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と ℓ次元行ベクトルとして定義します（xj が ℓ次元行ベクトルであることに注意し

ましょう）．X の行ベクトルの各成分を用いて aX を計算してみると

aX = a1(x11 · · ·x1k · · ·x1ℓ)
+ · · ·
+aj(xj1 · · ·xjk · · ·xjℓ)
+ · · ·
+an(xn1 · · ·xnk · · ·xnℓ)

となります．このことから aX の第 k 成分は行ベクトル aと X の k 列 x⃗k の積

a1x1k + · · ·+ ajxjk + · · ·+ anxnk = (a1 · · · aj · · · an)



x1k
...
xjk
...
xnk

 = ax⃗k

として表現できます．このことから

aX = (ax⃗1 · · · ax⃗k · · · ax⃗ℓ)

と aX の成分が表現できます．

演習 2.8. 3 次元の標準単位ベクトル e1 = (1 0 0), e2 = (0 1 0), e3 = (0 0 1)

と 3 行の行列 X =

a

b

c

 に対して e1X, e2X, e3X を計算しましょう．また

(0 λ 0)X, (1 0 λ)X も計算しましょう．

2.3.3 行列 ×行列

■定義 さらにm×n行列 Aに対して n× ℓ行列X = (x⃗1 · · · x⃗ℓ)を右から掛けるに
は，X の列ベクトルが x⃗1, · · · , x⃗k, · · · , x⃗ℓ ∈ Rn と ℓ個の n次元ベクトルである
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ことに注意して，

AX = (Ax⃗1 Ax⃗2 · · ·Ax⃗ℓ) =



a1 x⃗1 · · · a1 x⃗k · · · a1 x⃗ℓ
...

...
...

ai x⃗1 · · · ai x⃗k · · · ai x⃗ℓ
...

...
...

am x⃗1 · · · am x⃗k · · · am x⃗ℓ

 (2.10)

と定義します．AX の列ベクトル Ax⃗k が m 次元ベクトルであることから，AX は

m× ℓ行列であることが分かります．またX = (xjk)，P = AX = (pik)と成分表示

をすると P の (i, k)成分は

pik = ai x⃗k =
n∑

j=1

aijxjk

となります．

演習 2.9. 3列の行列 A =
(
a⃗ b⃗ c⃗

)
に対して次の積を計算しましょう．

(1) A

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (2) A

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 (3) A

1 0 λ

0 1 0

0 0 1

 (4) A

1 0 0

0 λ 0

0 0 1


さらに行ベクトル表示 (2.1)を持つm× n行列 Aと X の積 AX は

AX =



a1

...
ai

...
am

X =



a1X
...

aiX
...

amX

 (2.11)

とも表示されます．ここで

aiX =
(
aix⃗1 · · · aix⃗j · · · aix⃗n

)
であることに注意すると，行ベクトル表示を用いた積 AX が (2.10)にある列ベクト

ル表示を用いた積と一致して，定義が整合的であることが分かります．
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例 2.1. 3行の行列 A =

a

b

c

 に演習 2.9の積に現れた行列を左から掛けましょう．

1 0 0
0 1 0
0 0 1

A =

(1 0 0
)
A(

0 1 0
)
A(

0 0 1
)
A

 =

a
b
c

 = A

0 0 1
0 1 0
1 0 0

A =

(0 0 1
)
A(

0 1 0
)
A(

1 0 0
)
A

 =

c
b
a


1 0 λ
0 1 0
0 0 1

A =

(1 0 λ
)
A(

0 1 0
)
A(

0 0 1
)
A

 =

a+ λc
b
c


1 0 0
0 λ 0
0 0 1

A =

(1 0 0
)
A(

0 λ 0
)
A(

0 0 1
)
A

 =

 a
λb
c


この計算は，後に行列の基本変形が基本行列を掛けることに他ならないことを示すの

に用います．

演習 2.10. 3行の行列 A =

a

b

c

 に対して次の積を計算しましょう．

(1)

0 1 0

1 0 0

0 0 1

A (2)

1 0 0

0 1 0

λ 0 1

A (3)

λ 0 0

0 1 0

0 0 1

A

演習 2.11. 行ベクトル x = (p q r)に対して tx · xと x · txを計算しましょう．

■線型写像の合成 Aをm× n行列，B を n× ℓ行列とします．(2.2)で説明しまし

たが，Aと B はそれぞれ線型写像

ΦB : Rℓ −→ Rn c⃗ 7→ Bc⃗

ΦA : Rn −→ Rm x⃗ 7→ Ax⃗

を定めます．この写像 ΦA と ΦB の合成

ΦA ◦ ΦB : Rℓ −→ Rm c⃗ 7→ ΦA(ΦB(c⃗)) = A(Bc⃗)
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について考えます（写像の合成についてはこのすぐ後にある囲み解説を参照）．演習

2.7 の (2.7) で示したことを用いて，ΦA(ΦB(c⃗)) = A(Bc⃗) を考えます．そのために

B = (⃗b1 · · · b⃗ℓ)，c⃗ = t(c1 · · · cℓ)と行列 B とベクトル c⃗ の成分を定めます．すると

ΦA(ΦB(c⃗)) = A(Bc⃗) = A
(
c1⃗b1 + · · ·+ cℓ⃗bℓ

)
= c1Ab⃗1 + · · ·+ cℓAb⃗ℓ =

(
Ab⃗1 · · · Ab⃗ℓ

)
c⃗ = (AB)c⃗ = ΦAB(c⃗)

から
ΦA ◦ ΦB = ΦAB

を得ます．また行列の積の結合法則 に関する定理 2.3(4) の証明に用いる

A (Bc⃗) = (AB) c⃗ (2.12)

も同時に示しました．� �
写像の合成 2つの写像 f : X → Y と g : Y → Z があるとします．このとき

g ◦ f : X → Z x 7→ g(f(x))

が定義できます．これを f と g の合成写像と呼びます．

さらに写像 h : Z →W がある場合は

h ◦ g ◦ f : X →W

が定義できますが，これは

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

と，合成をどの順序で行っても変わりません．� �
2.3.4 行列の積の性質

行列の積について以下の定理 2.3が成立します．
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定理 2.3. Aと B はm× n行列，X と Y は n× ℓ行列，Qは ℓ× g 行列とし
ます．このとき次が成立します．

(1) (A+B)X = AX +BX

(2) A(X + Y ) = AX +AY

(3) A(αX) = (αA)X = α(AX)

(4)（結合法則） (AX)Q = A (XQ)� �
この定理 2.3の証明の準備として A = (⃗a1 · · · a⃗n) , B =

(⃗
b1 · · · b⃗n

)
と x⃗ ∈ Rn に対

して
(A+B) x⃗ = Ax⃗+Bx⃗ (2.13)

を示します．実際

(A+B)x⃗ =
(
a⃗1 + b⃗1 · · · a⃗n + b⃗n

)
x⃗

= x1(⃗a1 + b⃗1) + · · ·+ xn(⃗an + b⃗n)

= x1a⃗1 + · · ·+ xna⃗n + x1⃗b1 + · · ·+ xnb⃗n = Ax⃗+Bx⃗

と示すことができます．また (2.5) で以下の最初の等号を示しましたが x⃗ ∈ Rn と

α ∈ Rに対して
A(αx⃗) = α (Ax⃗) = (αA)x⃗ (2.14)

が成立することも定理 2.3 の (3) の証明で使います．実際，2 番目の等号は x⃗ =
t(x1 · · · xn)として

(αA) x⃗ =
(
αa⃗1 · · · αa⃗n

)
x⃗

= x1αa⃗1 + · · ·+ xnαa⃗n = α(x1a⃗1 + · · ·+ xna⃗n) = α(Ax⃗)

と示すことができます．

Proof.（定理 2.3の証明）(1) 両辺の k 列を比較します．

(A+B)x⃗k = Ax⃗k +Bx⃗k

から分かります（(2.13)参照）．

(2) 両辺の k 列を比較します．

A (x⃗k + y⃗k) = Ax⃗k +Ay⃗k

から分かります（(2.5)参照）．
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(3) 各辺の k 列を比較しますが (2.14)は

A(αx⃗k) = (αA)x⃗k = α(Ax⃗k)

を導きます．

(4) (2.12)を用いると q⃗ ∈ Rn に対して

A (Xq⃗) = (AX) q⃗

が成立します．Qの t列を q⃗t とすると

A (Xq⃗t) = (AX) q⃗t

ですが，これは示すべき式の t列が等しいことを意味します．これを用いると

A(XQ) = A(Xq⃗1 · · · Xq⃗g) = (A(Xq⃗1) · · · A(Xq⃗g))
= ((AX)q⃗1 · · · (AX)q⃗g) = (AX)(q⃗1 · · · q⃗g) = (AX)Q

と行列の積の結合法則が証明されます．

この定理 2.3(4) にある行列の積の結合法則の意義ですが，これがあるからm× n
行列 Aと n× ℓ行列 B，ℓ× p行列 C の 3つの行列を掛けるとき

(AB)C = A(BC)

となるので，掛ける順序に結果がよらないことが分かります．これがあるので，この

積を ABC と記述してもよいことが分かります．

2.3.5 行列の集合・正方行列

m× n行列，すなわちm行 n列の行列全体がなす集合を

Mm,n(R) := {A; Aはm× n行列 }

と定めます．A, B ∈Mm,n(R)とするとき，和と差，スカラー倍

A+B, A−B, λA

が定義されることに注意しましょう．さらに m = nのとき，n × n行列のことを n

次正方行列とも呼びます．そして，その全体の集合を

Mn(R) =Mn,n(R)
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と定めます．A, B ∈Mn(R)とするとき，和，差，スカラー倍に加えて，積

AB

が定義されることに注意しましょう．また A ∈Mn(R)とするとき

Aℓ = Aℓ−1A

と帰納的に Aのべき乗も定義されます（A1 = Aとします）．

演習 2.12. A =

(
1 a

0 1

)
に対して An を求めましょう．

2.3.6 行列の積の非可換性

a, b ∈ Rに対しては、交換法則

ab = ba

が成立しました．しかし，行列の積について一般的には積の交換法則が成立しませ

ん．例えば A, B ∈M3(R)とすると AB, BA ∈M3(R)が成立しますが，0 0 1
0 1 0
1 0 0

1 1 1
1 1 0
1 0 0

 =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 ,

1 1 1
1 1 0
1 0 0

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 =

1 1 1
0 1 1
0 0 1


となります．このように積の順序を交換すると結果が違ってきます．演習 2.13で行

列の積が可換な場合について考えます．

2.4 正則行列

2.4.1 単位行列・ゼロ行列

単位行列とは n次正方行列，すなわち n× n行列

In =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1


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です．In = (e⃗1 e⃗2 · · · e⃗n)と列ベクトル表示をするとき，e⃗j は第 j 成分が 1，他の成

分が 0であるベクトルとなります．この e⃗j を標準単位ベクトルと呼びます．これは

3ページで定義しました．また In の行ベクトル表示は ei =
te⃗i と定めると

In =


e1
e2
...
en

 =


te⃗1
te⃗2
...

te⃗n


となることにも注意しましょう．さらに A = (⃗a1 a⃗2 · · · a⃗n)に e⃗j を右から掛けると

Ae⃗j = 0a⃗1 + · · ·+ 0a⃗j−1 + 1a⃗j + 0a⃗j+1 + · · ·+ 0a⃗n = a⃗j

と計算されます（演習 2.6参照）．同様に，33ページの行ベクトル表示 (2.9)を持つ

n× ℓ行列 X に対して ei を左から掛けると

eiX = 0 · x1 + · · ·+ 0 · xi−1 + 1 · xi + 0 · xi+1 + · · ·+ 0 · xn = xi (2.15)

が成立します（演習 2.8参照）．

単位行列は行列の掛け算では数の 1 に相当する働きをします．A を今まで考えた

m× n 行列とします．このとき

AIn = (Ae⃗1 Ae⃗2 · · · Ae⃗n) = (⃗a1 a⃗2 · · · a⃗n) = A

となります．他方，上の n× ℓ行列 X に In を左から掛けると

InX =


e1X
e2X
...

enX

 =


x1

x2

...
xn

 = X

が成立します．以上で次の定理 2.4 を証明しました．� �
定理 2.4. Aをm× n行列，X を n× ℓ行列とすると

AIn = A, InX = X

が成立します．� �
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演習 2.13. A ∈Mn(R)が任意の X ∈Mn(R)に対して

AX = XA

が成立するとします．このとき，ある α ∈ R に対して A = αIn となることを証明し

ましょう．

上で単位行列 In が数の 1 に相当することを説明しました．次に定義するゼロ行

列が数の 0に相当します．m× nのゼロ行列とは，すべての成分が 0である

Om,n =

0 · · · 0
... · · ·

...
0 · · · 0


のことです．m = nのとき On = On,n とも記します．Om,n = (⃗0 · · · 0⃗)と列ベクト
ルで表示するとm× n行列 A = (⃗a1 · · · a⃗n)に対して� �

Om,n +A = A+Om,n = A� �
が成立することが

0⃗ + a⃗j = a⃗j + 0⃗ = a⃗j

によって示せます．

次に，ゼロ行列の積について考えましょう．

0 = (0 · · · 0) ∈ (Rm)∗, 0⃗ = t(0 · · · 0) ∈ Rn

をm次の行ゼロベクトル，n次の列ゼロベクトルとするとm× n行列 Aに対して

0A = 0a1 + · · ·+ 0am = 0, A0⃗ = 0a⃗1 + · · ·+ 0a⃗n = 0⃗

が成立します．このことから� �
Op,mA = Op,n AOn,ℓ = Om,ℓ� �

が従います．
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2.4.2 正則行列・逆行列

■正則行列の定義 n次正方行列 Aが正則行列であるとは，n次正方行列 X が存在

して
AX = XA = In (2.16)

が成立するときです．この X は存在すれば一意的に定まります．実際，

AX = XA = In および AY = Y A = In

が成立するとき

Y (AX) = Y In = Y, Y (AX) = (Y A)X = InX = X

からX = Y が従うからです．そこで，(2.16)を満たすX が存在するとき，A−1 = X

と定めて正則行列 Aの逆行列と呼びます．

ここで正則な行列の例をいくつか示しましょう．35 ページの例 2.1 にある計算

から 0 0 1
0 1 0
1 0 0

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3

が成立することが分かります．このことから S13 :=

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 は正則で S−1
13 =

S13 が成立します．また1 0 λ
0 1 0
0 0 1

1 0 −λ
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 −λ
0 1 0
0 0 1

1 0 λ
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3

から R13(λ) =

1 0 λ

0 1 0

0 0 1

 は正則で R13(λ)
−1 =

1 0 −λ
0 1 0

0 0 1

 = R13(−λ) であ

ることが分かります．

演習 2.14. αβγ ̸= 0 のとき対角行列 A =

α 0 0

0 β 0

0 0 γ

 が正則であることを示し
て，逆行列を求めましょう．（一般に A = (aij) ∈ Mn(R) に対して，i ̸= j のとき

aij = 0ならば Aを対角行列と呼びます．）
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演習 2.15. αβ ̸= 0とします．A =

(
α p

0 β

)
が正則であることを

B =

( 1
α q
0 1

β

)
に対して AB と BAを計算することによって示しましょう．

■正則行列の性質 次に正則行列の性質を述べましょう．� �
定理 2.5. C と D が n次正方行列で正則とします．このとき C と D の積 CD

と C の逆行列 C−1 も正則となります．� �
実際

(CD)(D−1C−1) = C(DD−1)C−1 = CInC
−1 = CC−1 = In

(D−1C−1)(CD) = D−1(C−1C)D = D−1InD = D−1D = In

から
(CD)−1 = D−1C−1

が CD の逆行列となります．また

C−1C = CC−1 = In

から C−1 も正則で (
(C)−1

)−1
= C

となります．

演習 2.16. A, B, C が n 次の正則行列であるとします．このとき ABC が正則で

あることを示し，逆行列 (ABC)−1 を求めましょう．

正則でない行列の例について説明しましょう．まず On は正則行列ではありませ

ん．実際，どのような n次正方行列 X ∈Mn(R)を考えても

XOn = OnX = On

が成立しますから，On の逆行列は存在しません．数 0に逆数が存在しないことと同

じことです．

さらなる例を説明するために正則行列に関する次の定理 2.6を示します．
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定理 2.6. (1) Aを n次正則行列とします．このとき v⃗ ∈ Rn に対して

Av⃗ = 0⃗⇒ v⃗ = 0⃗

が成立します．

(2) n次正方行列 A ∈Mn(R)を考えます．ある v⃗ ∈ Rn に対して

Av⃗ = 0⃗, v⃗ ̸= 0⃗

が成立するならば Aは正則ではありません．� �
Proof. (1) A が正則で Av⃗ = 0⃗ とします．このときこの両辺に左から A の逆行列

A−1 を掛けると

A−1(Av⃗) = (A−1A)v⃗ = Inv⃗ = v⃗, A−10⃗ = 0⃗

から v⃗ = 0⃗が従います．

(2) これは (1)の対偶に他なりません．

この定理 2.6の (2)を用いると，正則でない行列の例を作ることができます．例え

ば 3次正方行列 A = (⃗0 b⃗ c⃗) ∈M3(R)は正則ではありません．実際

A

1
0
0

 = 1 · 0⃗ + 0 · b⃗+ 0 · c⃗ = 0⃗,

1
0
0

 ̸= 0⃗

が成立するからです．

次に 3次正方行列 A = (⃗a b⃗ c⃗)において a⃗||⃗bとします．このとき (c1 c2) ̸= 0 が存

在して
c1a⃗+ c2⃗b = 0⃗

が成立し

A

c1c2
0

 = c1 · a⃗+ c2 · b⃗+ 0 · c⃗ = 0⃗,

c1c2
0

 ̸= 0⃗

が従いますから Aは正則ではありません．特に 3次正方行列 (⃗a a⃗ c⃗)，例えば 1 1 3
−1 −1 2
2 2 1


は正則ではありません．
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■2次の正則行列 2次の正方行列がいつ正則であるかについて，詳しく調べてみま

しょう．

A =

(
a b
c d

)
∈M2(R) に対して Ã =

(
d −b
−c a

)
を Aの余因子行列と呼びます． このとき

AÃ = ÃA =

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
(2.17)

が成立します．このことから ad− bc ̸= 0のとき X =
1

ad− bc
Ãと定めると

AX = XA = I2

が成立します．したがって，Aは正則で，A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
となります．

次に ad− bc = 0の場合を考えます．15ページの補助定理 1.4(2)を用いると(
a b
c d

)(
x
y

)
= 0⃗

を満たす

(
x

y

)
̸= 0⃗ が存在します．これから Aは正則でないことが分かります．

以上で次の定理 2.7を証明しました．� �
定理 2.7. A =

(
a b

c d

)
に対して

Aは正則⇔ ad− bc ̸= 0

が成立します．� �
この定理 2.7において det(A) = ad − bcと定めて，Aの行列式と呼びます．また
|A| = det(A)とも記すことがあります．定理 2.7の内容は定理 4.3（83ページ）と同

一ですが，ここで与えた証明の後半は後に 83ページで与えるものと異なります．

正則行列を特徴付けて，その逆行列を求めることは，本書の一貫したテーマの 1

つです．一般の次数の場合は，定理 3.8 （75ページ）と定理 4.16 （127ページ）に

おいて正則行列の特徴付けを行います．また逆行列の計算には 2つの方法があって，

3.3.2節において掃き出し法を用いた方法，4.3.6節において行列式を用いるクラメー

ルの公式について解説します．
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2.5 行列の転置

2.5.1 転置行列

1.1.4節において列ベクトルと行ベクトルの転置について学びました．この節では

行列の転置について説明します．

m× n行列

A =
(
a⃗1 · · · a⃗n

)
=

a1

...
am

 = (aij)

を考えます．行列 Aの転置行列とは，

tA :=


ta⃗1
ta⃗2
...

ta⃗n

 =
(
ta1

ta2 · · · tam

)

によって定義される n×m行列です．tAの j 行 i列の成分は Aの i行 j 列 aij とな

ることにも注意しましょう．例えば

t

(
a b c
d e f

)
=

a d
b e
c f

 , t

p α
q β
r γ

 =

(
p q r
α β γ

)

となります．

行列の転置の性質について次の定理 2.8が基本です．� �
定理 2.8. (1) Aをm× n行列とするとき

t
(
tA
)
= A (2.18)

と転置を 2度施すと元に戻ります．

(2) B を上で考えた n× ℓ行列とします．このとき積 AB が定義されますが

t(AB) = tB · tA (2.19)

が成立します．� �
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Proof. (1)これは列ベクトル a⃗ ∈ Rm に対して

t
(
ta⃗
)
= a⃗

から分かります（定理 1.3の (1)参照）．

(2) A =
(
a⃗1 · · · a⃗n

)
, B =

(⃗
b1 · · · b⃗ℓ

)
と A, B を列ベクトル表示します．

演習 1.12の (1.17)を用いると b⃗ = t(b1 · · · bn) ∈ Rn に対して

t (b1a⃗1 + · · ·+ bna⃗n) = b1
ta⃗1 + · · ·+ bn

ta⃗n

となりますが，これは
t
(
Ab⃗
)
= t⃗b · tA

を意味します．このことを用いると

t(AB) = t
(
Ab⃗1 · · · Ab⃗ℓ

)
=


t(Ab⃗1)

...
t(Ab⃗ℓ)

 =


t⃗b1 · tA

...
t⃗bℓ · tA

 =


t⃗b1
...

t⃗bℓ

 tA = tB · tA

から証明されました．

演習 2.17. (1) A = (⃗a1 a⃗2 a⃗3) ∈Mm,3(R)にとします．tAAを計算しましょう．

(2) tAA = O3 ならば A = Om,3 が成立することを示しましょう．

演習 2.18. n 次正方行列 S ∈ Mn(R) が対称であるとは tS = S が成立するとき

です．

(1) A ∈Mm.n(R)に対して tAAが対称行列であることを示しましょう．

(2)　 S ∈ Mn(R)が対称であるとします．このとき n× ℓ行列 C ∈ Mn,ℓ(R) に対

して tCSC が対称であることを示しましょう．

n次正方行列A ∈Mn(R)が正則であるとします．このとき（逆行列）X ∈Mn(R)

が存在して
AX = XA = In

が成立します．tIn = In であることを用いると，この等式の各辺の転置から

tXtA = tAtX = In

が従います．これから tAは正則となって(
tA
)−1

= t
(
A−1

)
(2.20)

が成立することが分かります．
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2.5.2 なぜ転置行列が必要か

なぜ転置行列が必要になるか説明しましょう．実数値の m × n 行列の A には右

から n 次元列ベクトル v⃗ ∈ Rn を掛けることができ，Av⃗ ∈ Rm となります．他

方，n ×m行列の tAには右から m次元列ベクトル w⃗ ∈ Rm を掛けることができ，
tAw⃗ ∈ Rn となります．このとき� �

(Av⃗, w⃗) = (v⃗, tAw⃗) (2.21)� �
が成立します．等式の左辺は Rm の内積，右辺は Rn の内積です．この (2.21) は，

1.2節の (1.18)で与えた内積の表示*1 を用いて

(Av⃗, w⃗) = t(Av⃗)w⃗ = (tv⃗ · tA)w⃗ = tv⃗ · (tAw⃗) = (v⃗, tAw⃗)

と証明します．

演習 2.19. m× n行列 A ∈Mm,n(R)と x⃗ ∈ Rn に対して

||Ax⃗||2 = (tAAx⃗, x⃗) (2.22)

を示しましょう．

演習 2.17と演習 2.18において現れましたが，Aをm× n行列とするとき tAAの

ことを Aが定めるGram行列と呼びます．その成分は A = (⃗a1 · · · a⃗n)と Aの列ベ

クトル表示を用いて

tAA =



ta⃗1a⃗1 · · · ta⃗1a⃗k · · · ta⃗1a⃗n
...

...
...

ta⃗ia⃗1 · · · ta⃗ia⃗k · · · ta⃗ia⃗n
...

...
...

ta⃗na⃗1 · · · ta⃗na⃗k · · · ta⃗na⃗n

 = ((⃗ai, a⃗k))1≦i,k≦n

と i行 k 列の成分が内積 (⃗ai, a⃗k)で表示されます．

*1 a⃗, b⃗ ∈ Rn に対して (a⃗, b⃗) = ta⃗ · b⃗が成立することです．
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2.6 ブロック行列と三角行列

m1 × n1 行列 A1, m1 × n2 行列 A2, m2 × n1 行列 B1, m2 × n2 行列 B2 を重ねた

(m1 +m2)× (n1 + n2)行列

C =

(
A1 A2

B1 B2

)
を考えることがあります。このような行列をブロック行列と呼びます．ここで用

いた縦線と横線は区切りをはっきりさせるためですが，書かない場合もあります．

x⃗ ∈ Rn1 と y⃗ ∈ Rn2 を縦に重ねた z⃗ =

(
x⃗

y⃗

)
∈ Rn1+n2 を C に掛けると

Cz⃗ =

(
A1x⃗+A2y⃗
B1x⃗+B2y⃗

)
となることに注意しましょう。さらに n1 × ℓ1 行列 P1, n2 × ℓ1 行列 P2, n1 × ℓ2 行
列 Q1, n2 × ℓ2 行列 Q2 を重ね合わせた (n1 + n2) × (ℓ1 + ℓ2)行列を右から C に掛

けると (
A1 A2

B1 B2

)(
P1 Q1

P2 Q2

)
=

(
A1P1 +A2P2 A1Q1 +A2Q2

B1P1 +B2P2 B1Q1 +B2Q2

)
とブロックごとに計算ができます．

応用上よく使うのがm1 = n1 = ℓ1 = 1の場合です。すなわちm×n行列 A, n× ℓ
行列 B, y⃗ ∈ Rm, q⃗ ∈ Rn, x ∈ (Rm)

∗
, p ∈ (Rn)

∗ に対して(
α x
y⃗ A

)(
β p
q⃗ B

)
=

(
αβ + xq⃗ αp+ xB
βy⃗ +Aq⃗ y⃗p+AB

)
が成立します．さらに y⃗ = 0⃗かつ q⃗ = 0⃗のとき(

α x

0⃗ A

)(
β p

0⃗ B

)
=

(
αβ αp+ xB

0⃗ AB

)
(2.23)

が成立します．

一般に m × n 行列 A = (aij) に対して aii のことを対角成分と呼びます．また n

次正方行列 A = (aij) ∈Mn(R) が

aij = 0 (j < i)
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を満たすとき，Aを上三角行列と呼びます．他方

aij = 0 (j > i)

を満たすとき Aを下三角行列と呼びます．
公式 (2.23)を繰り返して用いると上三角行列の積が三角行列で

α1 ∗ · · · ∗ ∗
0 α2 · · · ∗ ∗
...

...
. . . ∗ ∗

0 0 · · · αn−1 ∗
0 0 · · · 0 αn




β1 ∗ · · · ∗ ∗
0 β2 · · · ∗ ∗
...

...
. . . ∗ ∗

0 0 · · · βn−1 ∗
0 0 · · · 0 βn



=


α1β1 ∗ · · · ∗ ∗
0 α2β2 · · · ∗ ∗
...

...
. . . ∗ ∗

0 0 · · · αn−1βn−1 ∗
0 0 · · · 0 αnβn


と積の対角成分が対角成分の積となることが分かります．このことは下三角行列の間

の積でも同様です．
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連立 1次方程式と行列の基本変形

3.1 連立 1次方程式の表現法

3.1.1 拡大行列

m×n行列A = (aij)1≦i≦m, 1≦j≦m とm次元ベクトル b⃗ = t(b1 b2 · · · bm) ∈ Rm

が与えられたときに，n個の未知数 x1, · · · , xn を x⃗ = t(x1 x2 · · · xn)とベクトル
として，連立 1次方程式

Ax⃗ = b⃗

を考えます．すなわち，行列 Aとベクトル b⃗の成分を用いて表わすと，方程式
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

を考えます．行列 Aの列ベクトル表示が A = (⃗a1 · · · a⃗n)であるとき，この方程式
を拡大行列 (A|⃗b)すなわちm× (n+ 1)行列

(A|⃗b) = (⃗a1 · · · a⃗n |⃗b)

で表現して考えます．縦線 ‘|’は行列 Aとベクトル b⃗の境目を強調するために用いま

す．例えば
x2 + 3x3 + 2x4 = 4 · · · (1)

x1 + 2x2 + 2x3 = −3 · · · (2)
2x1 + 4x2 + 4x3 + 3x4 = 0 · · · (3)
−x1 − x2 + x3 = 3 · · · (4)

←→


0 1 3 2 4
1 2 2 0 −3
2 4 4 3 0
−1 −1 1 0 3


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と対応します．この章ではあまり用いませんが，この連立方程式は

x1a⃗1 + · · ·+ xna⃗n = b⃗

という幾何的な表現を持ちます．
例としてこの連立 1次方程式を解いてみましょう．まず，(1)式と (2)式を交換し

ます．この変形は右側の拡大行列では，1行と 2行の交換に相当します．
x1 + 2x2 + 2x3 = −3 · · · (1)1

x2 + 3x3 + 2x4 = 4 · · · (2)1
2x1 + 4x2 + 4x3 + 3x4 = 0 · · · (3)1
−x1 − x2 + x3 = 3 · · · (4)1

←→


1 2 2 0 −3
0 1 3 2 4
2 4 4 3 0
−1 −1 1 0 3


次に (1)1 式の (−2)倍を (3)1 式に加え，(1)1 式を (4)1 式に加えて行きます．このこ
とは拡大行列の 1行の (−2)倍を 3行に加え，1行を 4行に加えることに対応します．

x1 + 2x2 + 2x3 = −3 · · · (1)2
x2 + 3x3 + 2x4 = 4 · · · (2)2

3x4 = 6 · · · (3)2
x2 + 3x3 + = 0 · · · (4)2

←→


1 2 2 0 −3
0 1 3 2 4
0 0 0 3 6
0 1 3 0 0


さらに (2)2式の (−2)倍を (4)2式に加え，(−1)倍を (4)2式に加えます．これは拡大
行列の 2行の (−2)倍を 1行に加え，(−1)倍を 4行に加えることに対応します．

x1 − 4x3 − 4x4 = −3 · · · (1)3
x2 + 3x3 + 2x4 = 4 · · · (2)3

3x4 = 6 · · · (3)3
−2x4 = −4 · · · (4)3

←→


1 0 −4 −4 −11
0 1 3 2 4
0 0 0 3 6
0 0 0 −2 −4


と同値変形されていきます．今からは，拡大行列だけに着目して考えていきます．ま

ず 3行に
1

3
を掛けます．これは (3)3 式を

1

3
倍することに対応します．


1 0 −4 −4 −11
0 1 3 2 4
0 0 0 1 2
0 0 0 −2 −4

 (∗)−−→


1 0 −4 0 −3
0 1 3 2 4
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0


(∗∗)−−→


1 0 −4 0 −3
0 1 3 0 0
0 0 0 1 2
0 0 0 −2 −4

 (∗∗∗)−−−→


1 0 −4 0 −3
0 1 3 0 0
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0


と計算されます．ここで (∗)は 3行の 4倍を 1行に加えて，(∗∗)は 3行の (−2)倍を
2行に加えています．そして，最後に (∗ ∗ ∗)において 3行の 2倍を 4行に加えてい
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ます．最後に得た連立 1次方程式は{
x1 − 4x3 = −3 · · · (1)7

x2 + 3x3 = 0 · · · (2)7
x4 = 2 · · · (3)7

に対応します．ここで (4)7 式が

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 0

とすべての x⃗ = t(x1 x2 x3 x4)が満たす条件であることから，これを除いて考えま

す．さらに，x3 = β と置くと

x1 = 4β − 3, x2 = −3β, x3 = β, x4 = 2

すなわち

x⃗ =


4β − 3
−3β
β
2

 = β


4
−3
1
0

+


−3
0
0
2


と解がパラメータ β で表示されます．この β は任意です．以上で用いた変形を，方

程式に対する変形と対応する拡大行列への変形を対照させてまとめると，次の表にな

ります．

(i) (i)式と (j)式を交換 i行と j 行を交換 (i ̸= j)

(ii) (i)式を λ倍 i行を λ倍 (λ ̸= 0)

(iii) (i)式の λ倍を (j)式に加える i行の λ倍を j 行に加える (i ̸= j)

連立 1次方程式の解法についてさらに詳しく解説しますが，まず次の 3.1.2節でこ

れらの 3種類の変形の詳細について解説します．

3.1.2 階段行列・行基本変形・基本行列

■行基本変形・基本行列 3.1.1節では，連立 1 次方程式に対して，対応する拡大行

列を 3種類の操作による同値変形を用いて解くことに触れました．この節では，連立

1次方程式の拡大行列と関係なく，この操作について説明していきます．

m× n 行列 A に対して，

(i) i 行と j 行を交換する (i ̸= j) ir ↔ jr

(ii) i 行を λ 倍する (λ ̸= 0) ir× = λ

(iii) i 行の λ 倍を j 行に加える (i ̸= j) jr+ = ir × λ
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の行基本変形と呼ぶ 3種類の操作を考えます．この表の右側には，行基本変形を略記

する記法を与えてありますが，r は行を表す row から取っています．

この 3種類の変形は可逆です．実際，(i) i行と j 行の交換を 2度繰り返すと元に

戻ります．(ii) i行を λ倍して，さらに
1

λ
倍すると元に戻ります．(iii) i行の λ倍

を j 行に加えて，さらに (−λ)倍を加えると元に戻ります．具体的に 4行の行列を用

いた次の例からこのことを理解しましょう．
a1

a2

a3

a4

 2r↔3r−−−−→


a1

a3

a2

a4

 2r↔3r−−−−→


a1

a2

a3

a4



a1

a2

a3

a4

 4r×=λ−−−−→


a1

a2

a3

λa4

 4r×= 1
λ−−−−−→


a1

a2

a3
1
λ · λa4

 =


a1

a2

a3

a4



a1

a2

a3

a4

 3r+=λ×1r−−−−−−−→


a1

a2

a3 + λa1

a4

 3r+=(−λ)×1r−−−−−−−−−→


a1

a2

a3 + λa1 − λa1

a4

 =


a1

a2

a3

a4


例 2.1（35ページ）で計算した例を思い出しましょう．行基本変形は A に次の基

本行列と呼ばれる m 次正方行列を左から掛けることに対応しています．すなわち，
上の 3種類の操作に対して，それぞれ行列
(i)

Pm(i, j) =



(i) (j)
1

. . .

1
0 1 (i)

1

. . .

1
1 0 (j)

1

. . .

1


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(ii)

Qm(i, λ) =



(i)
1

. . .

1
λ (i)

1
. . .

1


(iii)

Rm(i, j, λ) =



(i) (j)
1

. . .

1
1 0 (i)

1

. . .

1
λ 1 (j)

1

. . .

1



を左から Aに掛けることが対応します．この事実を 3行の行列 A =

a1

a2

a3

の基本
変形をもとに考えましょう．

P3(1, 3)A =

 e3
e2
e1

A =

 e3A
e2A
e1A

 =

 a3

a2

a1


と P3(1, 3)を左から掛けると 1行と 3行が交換されます．次に

Q3(2, λ)A =

 e1
λe2
e33

A =

 e1A
λe2A
e3A

 =

 a1

λa2

a3


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と Q3(2, λ)を Aに掛けると 2行が λ倍されます．最後に

R3(1, 3, λ)A =

 e1
e2

λe1 + e3

A =

 e1A
e2A

(λe1 + e3)A

 =

 a1

a2

λa1 + a3


と R3(1, 3, λ)を左から掛けると 1行の λ倍を 3行に加えることができます．

上で 3種類の行基本変形が可逆であることを説明しました．このことと裏表の関係

にありますが，3種類の基本行列は正則です．実際，

Pm(i, j)Pm(i, j) = Im, Qm(i, λ)Qm(i,
1

λ
) = Qm(i,

1

λ
)Qm(i, λ) = Im

Rm(i, j, λ)Rm(i, j,−λ) = Rm(i, j,−λ)Rm(i, j, λ) = Im

が成立しますから，基本行列の逆行列が基本行列となります．これらの等式を示すに

は，左の基本行列が右側の行列の行にどのように作用するかを考えれば分かります．

2.4.2節（43ページ）で正則な行列の例として，基本行列が挙げられていることを見

直しましょう．

演習 3.1. 次の等式を示しましょう．

(1) P4(1, 3)P4(1, 3) = I4

(2) Q4(2, λ)Q4(2,
1
λ ) = Q4(2,

1
λ )Q4(2, λ) = I4

(3) R4(2, 4,−λ)R4(2, 4, λ) = R4(2, 4, λ)R4(2, 4,−λ) = I4

3.1.1節で例を示しましたが，すべてのm× n行列 Aに対して，有限回の行基本変

形を繰り返せば 
⋆ * * *

⋆ * *
. . . *

⋆ *


という階段行列に変形できます．ここで，⋆の位置の値は 0でなく，ピボット (pivot)

と呼びます（最初の何列かが 0⃗ でも構いません）．このピボットの個数を行列 A の

階数 (rank) と呼び，rank(A) と記します．A を階段行列にする行基本変形の順序は

無数にありますが，A の階数は A によって一定です．この事実は，72ページの定理

3.5で与えます．
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行基本変形によって，さらに (a)すべてのピボットが 1に等しく，(b)ピボットの

上がすべて 0 という形の行列（狭義の階段行列）
1 * 0 * 0 *

1 * 0 *
. . .

... *
1 *

 (3.1)

に変形できます．本書では証明を省略しますが，Aに対してこの形の階段行列が一意

的に定まります．すなわち

A→ · · · → A1, A→ · · · → A2 (3.2)

と Aが狭義の拡大行列 A1 と A2 に行基本変形されると，A1 = A2 が従います（注

意 5.1に少し説明してあります）．

このことを認めると，行列 A に対して階数が一意的に定まることも理解できるは

ずです．ここでは行列 Aが行基本変形を繰り返して狭義の階段行列に変形されるこ

とを，最初は例によって理解しましょう．

例 3.1. 4 × 4行列 A =


0 1 3 2

1 2 2 0

2 4 4 3

−1 −1 1 0

 を行基本変形を用いて狭義の階段行列
に変形しましょう．

A =


0 1 3 2
1 2 2 0
2 4 4 3
−1 −1 1 0

 (1)−−→


1 2 2 0
0 1 3 2
2 4 4 3
−1 −1 1 0

 (2)−−→


1 2 2 0
0 1 3 2
0 0 0 3
0 1 3 0


(3)−−→


1 0 −4 −4
0 1 3 2
0 0 0 3
0 0 0 −2

 (4)−−→


1 0 −4 −4
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0 −2

 (5)−−→


1 0 −4 0
0 1 3 0
0 0 0 1
0 0 0 0


ここで用いた行基本変形のそれぞれについて説明しましょう．

(1) 1r ↔ 2r まず A の 1 列


0

1

2

−1

 において，上からゼロでない成分を探します．



60 第 3章 連立 1次方程式と行列の基本変形

すると 2 行の太字にしてある 1 が見付かります．これをピボットにするため

に，1行と 2行の交換をします．

(2) 3r+ = 1r × (−2), 4r+ = 1r 1行
(
1 2 2 0

)
の 1列の 1を用いて，その下

の成分を 0にします．

(3) 1r+ = 2r × (−2), 4r+ = 2r × (−1) 1 行を除く行列 A2 =

0 1 3 2

0 0 0 3

0 1 3 0

 に

着目します．A2 において最初の 0⃗でない 2列を見付けます．2列

1

0

1

 の上
からゼロでない成分を探しますが，1行の 1が見付かります．そこで，1行の(
0 1 3 2

)
の 1 を用いて，行列全体においてその上と下の成分を 0 にし

ます．

(4) 3r× = 1
3 さらに 2 行を除いた行列 A3 =

(
0 0 0 3

0 0 0 −2

)
に着目します．最

初の 0⃗でない 4列を見付けます．4列

(
3

−2

)
からゼロでない成分を探します．

すると 3が該当します．これを 1 にするために，この行（全体の 3行）を 1
3

倍します．

(5) 1r+ = 3r × 4, 2r+ = 3r × (−2), 4r+ = 3r × 2 A3 =

(
0 0 0 1

0 0 0 −2

)
の 1

を用いて，行列全体でその上と下を 0にします．

例 3.1で示した変形は，あるアルゴリズムに則って計算しています．そのフローを

示すと以下のようになります．

Step 0 k = 1, A1 = Aとする．

Step 1　（条件分岐） Ak = 0かどうかで条件分岐します．

• Ak = 0ならば Aは狭義の階段行列（停止）．

• Ak ̸= 0ならば Step 2に行きます．

Step 2 Ak の 0⃗でない最初の列 p⃗を見付けます．

Step 3 p⃗の最初の 0でない成分 q を見付けます．

Step 4 q を含む Ak の行と Ak の 1行（Aの k 行）を交換します．

Step 5 Ak の第 1行（Aの k 行）ak の最初の 0 でない成分が 1になるように，ak

をスカラー倍します（1を pivotにします）．

Step 6 Step 5で作った ak の 1を用いて，その上と下を 0にします．
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Step 7 （条件分岐） k = mかどうかによって条件分岐をします．

• k = mならば Aは狭義の階段行列に変形されています（停止）．

• k ̸= mならば次の Step 8に行きます．

Step 8 Ak+1 を Aの k + 1行から n行までの行列とします．k の値を 1増やして，

Step 1に戻ります．

演習 3.2. 次の行列を行基本変形を用いて狭義の階段行列にしましょう．

(1)


1 2 −1 4

3 2 0 2

0 1 3 2

3 3 3 4

 (2)

4 7 −14 10

2 3 −4 −4
1 1 1 6



3.2 連立 1次方程式の解法

この 3.2節では，3.1.2節で導入した行基本変形を用いた連立 1 次方程式の解法に

ついて解説します．ただし，この節での解説はあくまでも，具体例によります．

3.2.1 斉次方程式

まず連立 1次方程式

Ax⃗ =

1 2 3 4
2 3 4 5
3 5 5 7



x1
x2
x3
x4

 = 0⃗ (3.3)

を考えましょう．連立 1 次方程式 Ax⃗ = b⃗ において，b⃗ のことを非斉次項といいま

すが，このように b⃗ = 0⃗ の場合，方程式は斉次 (homogeneous) であるといいます．

斉次方程式に関して著しいのは x⃗ = 0⃗ が解であることです．解 x⃗ = 0⃗ のことを自

明解 (trivail solution) と呼びます．また，x⃗ ̸= 0⃗ である解を非自明解 (non-trivail

solution)と呼びますが，一般に斉次方程式に非自明解が存在するとは限りません．

この方程式の拡大行列を行基本変形すると 1 2 3 4 0
2 3 4 5 0
3 5 5 7 0

→ · · · →
 1 0 0 −1 0

0 1 0 1 0
0 0 1 1 0

 (3.4)
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と狭義の階段行列となります．変形後の拡大行列は x1 −x4 = 0
x2 +x4 = 0

x3 +x4 = 0

を表します．ここでピボット のない変数 x4 に対して

x4 = γ

と置くと，

x⃗ =


γ
−γ
−γ
γ

 = γ


1
−1
−1
1


とすべての解をパラメータ γ で表すことができます．特に γ = 1としてみると斉次

方程式 Ax⃗ = 0⃗に x⃗ = t(1 − 1 − 1 1) ̸= 0⃗と 0⃗でない解（非自明解）が存在するこ

とが分かります．

演習 3.3. (3.4)の行基本変形をしてみましょう．

斉次方程式の解法の例をもう 1つ紹介しましょう．

Ax⃗ =


3 2 −1 −2
0 2 2 −2
1 1 0 −1
4 5 1 −5



x1
x2
x3
x4

 = 0⃗ (3.5)

について考えましょう．行列 Aを基本変形すると
3 2 −1 −2
0 2 2 −2
1 1 0 −1
4 5 1 −5

→ · · · →

1 0 −1 0
0 1 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 = B (3.6)

となりますが，このことから拡大行列は

(A|⃗0)→ (B |⃗0)

と変形されます．非斉次項は行基本変形をしても常に 0⃗ となるからです．したがっ

て，方程式は {
x1 −x3 = 0

x2 +x3 −x4 = 0
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と必要十分であることが分かります．ここで，拡大行列の 3行と 4行の表す方程式

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 0

はすべての x⃗が満たしますから，書いてありません．ここでピボット のない変数 x3

と x4 に対して
x3 = γ1, x4 = γ2

と定めると，解は

x⃗ =


γ1

−γ1 + γ2
γ1
γ2

 = γ1


1
−1
1
0

+ γ2


0
1
0
1

 (3.7)

と 2個のパラメータで表示されます．この解はすべての解をパラメータで表現してい

て，一般解と呼びます．特に γ1 = 1, γ2 = 0 とすると，斉次方程式 Ax⃗ = 0⃗に非自

明解 x⃗ = t(1 − 1 1 0)が存在することが分かります．

演習 3.4. (3.6)の行基本変形をしましょう．また (3.7)で，


1

−1
1

0

 と

0

1

0

1

 が平行
でないことを示しましょう．

演習 3.5. 以下の行列 Aに対して斉次方程式 Ax⃗ = 0⃗を解きましょう．

(1)

1 2 0 1

2 1 1 3

3 3 1 4

 (2)

1 −3 0 2

2 −6 2 2

4 −12 3 5


以上の計算から次の事実が理解できると思います．� �
注意 3.1. m× n行列 Aに対して斉次方程式

Ax⃗ = 0⃗

の一般解は n− rank(A)個のパラメータで表現することができます．� �
この事実を理解するためには，ピボット のない変数の個数は，変数 x1, · · · , xn の個
数 n からピボット の個数，すなわち rank(A) を引いたものであることに注意しま
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しょう．まだ正確に記述できませんが，このパラメータの個数が斉次方程式 Ax⃗ = 0⃗

の解空間（(3.8)参照）の次元となります．

ここで特に rank(A) = n の場合を考えましょう（上で考えた 2 つの例 (3.3) と

(3.5) はこの条件を満たしていないことに注意しましょう）．この場合 A は行基本変

形によって

A→ · · · → A0 =



1 0 · · · 0
0 1 0

. . .

0 0 1
0 0 0
...

...
...

0 0 0


となりますから，方程式は

x1 = 0, x2 = 0, · · · , xn = 0

と同値であることが分かります．したがって Ax⃗ = 0⃗ の解は x⃗ = 0⃗ に限ります．以

上で次の定理 3.1を証明しました．� �
定理 3.1. m× n行列 Aに対して，rank(A) = nならば斉次方程式 Ax⃗ = 0⃗の

解は x⃗ = 0⃗に限ります．� �
■核・解空間 m × n行列 Aに対して Rn の部分集合として斉次方程式 Ax⃗ = 0⃗の

解全体
ker(A) := {x⃗ ∈ Rn; Ax⃗ = 0⃗} (3.8)

を考えます．この ker(A)は Aの核 (kernel) または解空間と呼ばれ，

x⃗, y⃗ ∈ ker(A)⇒ x⃗+ y⃗ ∈ ker(A), λx⃗ ∈ ker(A)

が成立し，和とスカラー倍に関して閉じているという性質を持ちます．実際

A(x⃗+ y⃗) = Ax⃗+Ay⃗ = 0⃗ + 0⃗ = 0⃗, A(λx⃗) = λAx⃗ = λ0⃗ = 0⃗

から分かります．このことから，核・解空間は 5.1節（129ページ）で学ぶ部分空間の

例となっています．20 ページの 1.7 節で 2 次元部分空間について説明しましたが，

そこでも和とスカラー倍に関して閉じているという性質が本質的であったことを思い

出しましょう．
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■正方行列の正則性と行列の階数 定理 3.1の状況をm = nのとき，すなわち Aが

正方行列であるときに考えましょう．したがって A ∈Mn(R)が

rank(A) = n

を満たしているとします．このとき

A→ · · · → In

と行基本変形されます．行基本変形が基本行列を左から掛けることに対応することを

思い出しましょう．すると基本行列 F1, · · · , Fℓ が存在して

Fℓ · · ·F1A = In

が従います．ここで P = Fℓ · · ·F1 とすると P は正則行列となります．このことから

A = P−1 は正則であることが示されました．� �
定理 3.2. A ∈Mn(R)に対して

rank(A) = n

ならば Aは正則です．� �
■定理 3.2の逆（n = 3の場合） 74ページの定理 3.7(ii)において，定理 3.2と逆

に A ∈ Mn(R)が正則ならば rank(A) = nであることを示します．ここで n = 3の

場合に限って，このことを示してみましょう．rank(A) < 3と仮定します．

A→ · · · → A0

と狭義の階段行列に行基本変形されたとします．このとき A0 は以下の行列のどれか
です．

O3,

1 α β
0 0 0
0 0 0

 ,

0 1 α
0 0 0
0 0 0

 ,

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

1 0 α
0 1 β
0 0 0

 ,

1 α 0
0 0 1
0 0 0

 ,

0 1 0
0 0 1
0 0 0


このいずれの場合も斉次方程式 Ax⃗ = 0⃗と必要十分である A0x⃗ = 0⃗には非自明解が

存在します．正則行列に対しては非自明解が存在しませんから（定理 2.6），Aは正則

ではないことが分かります．

以上で rank(A) ̸= 3ならば Aが正則でないことが示されました．対偶を考えると

Aが正則ならば rank(A) = 3であることが従います．

演習 3.6. 上の A0 に対して斉次方程式 A0x⃗ = 0⃗を解きましょう．
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3.2.2 非斉次方程式

■解の存在・非存在 前節の 3.2.1節ではm× n行列 Aに対して斉次方程式 Ax⃗ = 0⃗

について考えました．この 3.2.2節では，さらに b⃗ ∈ Rm に対して非斉次方程式

Ax⃗ = b⃗

について考えます．このとき何が問題となるのかを理解するために，単純な例(
1 1
1 1

)(
x
y

)
=

(
1
2

)
すなわち

{
x+ y = 1
x+ y = 2

を考えるます。このとき、座標平面上の 2直線の交わりが解となりますが，2直線は

平行となり解は存在しません．このように，解が存在しない連立 1次方程式も存在し

ます．そこで解が存在するかどうかが問題となります．

具体的に連立方程式  x − 2y + z = −1
x + 3y + 2z = 1

2x + 11y + 5z = 5
(3.9)

を考えましょう．拡大行列で考えると 1 −2 1 −1
1 3 2 1
2 11 5 5

 (1)−−→

 1 −2 1 −1
0 5 1 2
0 15 3 7

 (2)−−→

 1 −2 1 −1
0 5 1 2
0 0 0 13


と変形されます．ここで

(1) 2r+ = 1r × (−1), 3r+ = 1r × (−2), (2) 3r+ = 2r × (−3)

と行基本変形を行いました．最後の拡大行列の 3行が表す方程式は

0x+ 0y + 0z = 13

となり，これを満たす解は存在しません．ですから (3.9)には解が存在しないことが

分かります．最後に 1 −2 1 −1
0 5 1 −2
0 0 0 13

 −→ · · · −→
 1 0 7

5 0
0 1 1

5 0
0 0 0 1


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と変形すると

rank

 1 −2 1
1 3 2
1 11 5

 < rank

 1 −2 1 −1
1 3 2 1
1 11 5 5


が成立することに注意します．このように，非斉次項を表す縦棒で階数が増える場合

には解が存在しないことが分かります．

さらに具体例を計算してみましょう．連立 1次方程式 x + y + z + w = 1
5x + 6y + 3z + 7w = 1
2x + y + 4z = 6

を考えます．与えられた連立 1次方程式の拡大行列は 1 1 1 1 1
5 6 3 7 1
2 1 4 0 6

 (i)−→

 1 1 1 1 1
0 1 −2 2 −4
0 −1 2 −2 4


(ii)−−→

 1 1 1 1 1
0 1 −2 2 −4
0 0 0 0 0

 (iii)−−→

 1 0 3 −1 5
0 1 −2 2 −4
0 0 0 0 0


と行基本変形により階段行列となります．ここで

(i) 2r+ = (−5)× 1r, 3r+ = (−2)× 1r, (ii) 3r+ = 1× 2r, (iii) 1r+ = (−1)× 2r

と行基本変形をしています．変形後の拡大行列を連立 1次方程式にすると{
x +3z − w = 5

y −2z + 2w = −4

となります．これから解は
x
y
z
w

 =


−3z + w + 5
2z − 2w − 4

z
w

 = z


−3
2
1
0

+ w


1
−2
0
1

+


5
−4
0
0


と表示されます．ここで

rank

 1 1 1 1
5 6 3 7
2 1 4 0

 = rank

 1 1 1 1 1
5 6 3 7 1
2 1 4 0 6


が成立していることに注意しましょう．
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演習 3.7. 次の拡大行列が表す連立 1次方程式に解が存在するかについて調べ，解が

存在するならば求めましょう．

(1)

 1 −1 2 1 2

3 2 0 1 1

4 1 2 2 3

 (2)

 2 6 0 11

6 20 −6 3

0 6 −18 1


ここでは証明しませんが，具体例を多く計算すれば次の定理 3.3が成立することが

分かります．� �
定理 3.3. （非斉次方程式の解の存在条件）Aを m × n行列とします．このと
き b⃗ ∈ Rm に対して連立 1次方程式 Ax⃗ = b⃗に解が存在する必要十分条件は

rank(A) = rank(A|⃗b)

が成立することです．� �
演習 3.8. 連立 1次方程式  2x+ y − z = 1

x− 3y + 2z = 4
3x− 2y + z = c

に解が存在する条件を求めましょう．

演習 3.9. A =

1 1 1

4 3 2

0 2 4

 とします．Ax⃗ = b⃗に解が存在する条件を求めましょう．

■特殊解と一般解 非斉次方程式 Ax⃗ = b⃗に解 x⃗0 が存在しているとします．さらに

斉次方程式 Av⃗ = 0⃗の一般解が

v⃗ = c1β⃗1 + · · ·+ ckβ⃗k

と表されているとします．このとき x⃗を非斉次方程式 Ax⃗ = b⃗ の任意の解とすると

A(x⃗− x⃗0) = Ax⃗−Ax⃗0 = b⃗− b⃗ = 0⃗

から
x⃗ = x⃗0 + c1β⃗1 + · · ·+ ckβ⃗k

と表現できます．
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3.3 行列の標準形と連立 1次方程式

3.3.1 列基本変形

m× n 行列 Aに対して，行基本変形の「行」(row)を「列」(column)に換えた変

形を考えます．すなわち，次の種類の操作

(i) i 列と j 列を交換する (i ̸= j) ic↔ jc

(ii) i 列を λ 倍する (λ ̸= 0) ic× = λ

(iii) j 列の λ 倍を i 列に加える (i ̸= j) ic+ = jc× λ

を考えます．この 3 種類の変形を列基本変形と呼びます．列基本変形は，(i)，(ii)，

(iii)それぞれの場合，A に基本行列

(i) Pn(i, j), (ii) Qn(i, λ), (iii) Rn(i, j, λ)

を右から掛けることに対応しています．

演習 3.10. 3列の行列 X = (x⃗1 x⃗2 x⃗3)に対して

XP3(1, 3), XQ3(2, λ), XR3(1, 3, λ)

を計算してみましょう．そのために，標準単位ベクトルを用いて，基本行列の列ベク

トル表示は何かを考えてみましょう．

行列 A は行基本変形を繰り返して
1 * 0 * 0 *

1 * 0 *
. . .

... *
1 *


という行列に変形できました．さらに，列基本変形を用います．1行のピボット 1を

用いて，階段行列の形を保ったまま，1行のピボットの右をすべて 0にできます．こ
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の操作を，2行，3行，…と繰り返すと
1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0

1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
. . .

...
...

1 0 · · · 0


とピボット以外のすべての成分が 0という行列に変形できます．次に，1行のピボッ

トを (1, 1) 成分に，2行のピボットを (2, 2) 成分にと，列の交換を用いて交換できま

す．これを繰り返すと結局 

1
. . .

1
0

. . .


という行列に変形できます．ここで 1の個数は A の階数です．

行基本変形は基本行列を右から掛けることに対応し，列基本変形は基本行列を左か

ら掛けることに対応します．したがって，

FrFr−1 · · ·F1AG1G2 · · ·Gs =



1
. . .

1
0

. . .


を満たす基本行列 F1, · · · , Fr，G1, · · · , Gs が存在します．基本行列は正則ですから

FrFr−1 · · ·F1, G1G2 · · ·Gs

は正則行列となります．以上で次の定理 3.4を証明しました．
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定理 3.4. （行列の標準形）m× n行列 Aに対して，m次正則行列 P と n次正

則行列 Q が存在して

PAQ =



1
. . .

1
0

. . .

 (3.10)

が成立します．ここで対角成分の 1の個数は rank(A)と同じ個数です．� �
定理 3.4からはいろいろな結果が導かれますが，まず上の計算を具体例で考えてみ

ましょう．

A =

1 9 6 4
1 1 −2 4
1 −7 −10 4

 (1)−−→

1 9 6 4
0 −8 −8 0
0 −16 −16 0

 (2)−−→

1 9 6 4
0 1 1 0
0 −16 −16 0


(3)−−→

1 0 −3 4
0 1 1 0
0 0 0 0

 (4)−−→

1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 0

 (5)−−→

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


ここで用いた変形は (1) 2r+ = 1r × (−1), 3r+ = 1r × (−1), (2) 2r× = − 1

8 ,

(3) 1r+ = 2r × (−9), 3r× = 2r × 16, 3c+ = 1c × 3, 4c+ = 1c × (−4), (5)

3c+ = 2c× (−1)です．このことを用いると1 0 0
0 1 0
0 16 1

1 −9 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 − 1

8 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1

 1 0 0
−1 1 0
0 0 1

A


1 0 3 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 −4
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


から

A =

1 9 0
1 1 0
1 −7 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0



1 0 −3 4
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


と計算されます．
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定理 3.5. （行列の標準形の一意性）定理 3.4において対角線に並ぶ 1の個数は

P と Qの選び方に依らず一定です．すなわち，m × n行列 Aに対して，m次

正則行列 P1, P2 と n次正則行列 Q1, Q2 が存在して

P1AQ1 =

(
Ir O
O O

)
, P2AQ2 =

(
Is O
O O

)
(3.11)

が成立するならば r = sが成立します．� �
Proof. 以下で r ≤ sとしても一般性は失われません．

A = P−1
1

(
Ir O
O O

)
Q−1

1 = P−1
2

(
Is O
O O

)
Q−1

2

から

P2P
−1
1

(
Ir O
O O

)
Q−1

1 Q2 =

(
Is O
O O

)
となりますから U = P2P

−1
1 , V = Q−1

1 Q2 と定めると

U

(
Ir O
O O

)
V =

(
Is O
O O

)
となります．この左辺を計算するために U と V を

U =

(
U11 U12

U21 U22

)
, V =

(
V11 V12
V21 V22

)
U11 ∈Mr(K), U22 ∈Mm−r(K), V11 ∈Mr(K), V22 ∈Mn−r(K)

とブロックに分けます．すると(
U11 U12

U21 U22

)(
Ir O
O O

)(
V11 V12
V21 V22

)
=

(
U11V11 U11V12
U21V11 U21V12

)
から

(
U11V11 U11V12
U21V11 U21V12

)
=

(
Is O
O O

)
=

 Ir O O
O Is−r O
O O O

 (3.12)

が導かれます．ブロックごとに等式を考えると

U11V11 = Ir, U11V12 = O, U21V11 = O
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であることがわかります．次の定理 3.6を用いると U11, V11 が正則となりますから，

V12 = O,U21 = O

も従います．以上から (3.12)は(
Is O
O O

)
=

(
U11V11 U11V12
U21V11 U21V12

)
=

(
Ir O
O O

)
となりますから，r = sであることが分かります．

この定理 3.5によって，行基本変形によって階段変形にしたときの Pivot の個数に

よって行列の階数を定めることが論理的に問題ないことが分かりました．

次に上の定理 3.5の証明で用いた事実を証明します．� �
定理 3.6. （左逆行列と右逆行列の一致） A ∈Mn(K)とします．

(i) AX = In を満たす X ∈ Mn(K)が存在するならば Aは正則で，A−1 = X

となります．

(i) XA = In を満たす X ∈ Mn(K)が存在するならば Aは正則で，A−1 = X

となります．� �
Proof. (i)を示します．定理 3.4を用いると正則な P,Q ∈Mn(K)が存在して

PAQ =

(
Ir O
O O

)
が成立します．ここで Y = Q−1XP−1 とおくと

PAQY = PAQQ−1XP−1 = PAXP−1 = PInP
−1 = In

から (
Ir O
O O

)
Y = In (3.13)

が従います．さらに

Y =

(
Y11 Y12
Y21 Y22

)
, Y11 ∈Mr(K), Y22 ∈Mn−r(K)

とブロックに分けると (3.13)は(
Y11 Y12
O O

)
= In
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となりますから，r = nであることが分かります．よって

PAQ = In

となります．P,Qが正則ですから

A = P−1Q−1

となりますが，P−1 と Q−1 も正則ですから，その積である Aも正則であることが従

います．

(ii)も同様に示せますから，これは演習とします．

定理 3.4から得られる結果を 1つ説明しましょう．次の定理 3.7の (iii) は第 5章

で今までより理論的な内容を展開するための基礎になります．� �
定理 3.7. （斉次連立 1次方程式の非自明解の存在）Aをm× n行列とします．
(i) rank(A) < n ならば

Ax⃗ = 0⃗, x⃗ ̸= 0⃗

を満たす x⃗ ∈ Rn が存在します．

(ii) rank(A) = n ならば
Ax⃗ = 0⃗ ⇒ x⃗ = 0⃗

が成立します．

(iii) m < nならば
Ax⃗ = 0⃗, x⃗ ̸= 0⃗

を満たす x⃗ ∈ Rn が存在します．� �
Proof. (i) (3.10)において右辺の最後の列が 0⃗となります．このことから

PAQe⃗n = 0⃗ したがって A(Qe⃗n) = 0⃗

が成立します．このとき，x⃗ := Qe⃗n ̸= 0⃗が成立します．

(ii) これはすでに定理 3.1で示したことです．

(iii) これは rank(A) ≤ m,nであることから rank(A) ≤ m < nが従うことから，(i)

を用いると証明できます．

ここで定理 3.7 と定理 3.1を合わせて次の系 3.1を得ます．
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系 3.1. A ∈Mm,n(R)とすると次の同値が成立します．

rank(A) = n⇔
(
Av⃗ = 0⃗⇒ v⃗ = 0⃗

)
rank(A) < n⇔ あるv⃗ ∈ Rnに対して Av⃗ = 0⃗, v⃗ ̸= 0⃗� �

さらに上の定理 3.7の状況で m = nの場合，すなわち A ∈ Mn(R)の場合を考え

ます．このとき Aの正則性に関して次の定理 3.8を得ます．� �
定理 3.8. A ∈Mn(R)に対して次の条件はすべて同値です．

(i) rank(A) = n

(ii) Aは正則行列です．

(iii) Av⃗ = 0⃗⇒ v⃗ = 0⃗
(
⇔ ker(A) = {⃗0}

)
� �
Proof. (i)⇔(iii) は上の系 3.1 に他なりません．(ii)⇒(iii)は定理 2.6ですでに示し

ています．(i)⇒(ii)は定理 3.2で示しました．

正方行列 Aが正則であることは Aを行基本変形して計算できる階数によって判定

できることが分かりました．このことに加えて Aの行列式で判定することを第 4章

のの定理 4.16（127 ページ）で解説します．

以上の議論を読み直せば，正則行列は基本行列の積として表すことができることを

示しています．� �
定理 3.9. A ∈ Mn(R) が正則である必要十分条件は，基本行列 F1, · · · , Fℓ が

存在して
A = F1 · · ·Fℓ

となることです．� �
ここで F1, · · · , Fℓ は一意的には決まりません．基本行列の個数 ℓも一意的ではあり

ません．

計算例を考えましょう．A =

1 0 2

2 1 3

1 0 3

 を基本行列の積として表しましょう．A



76 第 3章 連立 1次方程式と行列の基本変形

を行基本変形して

A =

1 0 2
2 1 3
1 0 3

 (1)−−→

1 0 2
0 1 −1
1 0 3

 (2)−−→

1 0 2
0 1 −1
0 0 1


(3)−−→

1 0 0
0 1 −1
0 0 1

 (4)−−→

1 0 0
0 1 0
0 0 1


と単位行列にします．ここで用いた行基本変形は

(1) 2r+ = 1r× (−2), (2) 3r+ = 1r× (−1), (3) 1r+ = 3r× (−2), (4) 2r+ = 3r×1

でした．このことから1 0 0
0 1 1
0 0 1

1 0 −2
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1

A = I3

であることが従います．基本行列の逆行列が基本行列であることを用いて

A =

1 0 0
2 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
1 0 1

1 0 2
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 −1
0 0 1


と Aは基本行列の積として表されました．

演習 3.11. B =

−4 −3 −3
1 0 1

−4 4 −5

 を基本行列の積として表しましょう．
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3.3.2 掃き出し法による逆行列の計算法

具体的に 3次正方行列

1 2 3

2 4 5

3 5 6

 の逆行列を求めることから始めましょう．
 1 2 3 1 0 0

2 4 5 0 1 0
3 5 6 0 0 1

 (i)−→

 1 2 3 1 0 0
0 0 −1 −2 1 0
0 −1 −3 −3 0 1


(ii)−−→

 1 2 3 1 0 0
0 −1 −3 −3 0 1
0 0 −1 −2 1 0

 (iii)−−→

 1 2 3 1 0 0
0 1 3 3 0 −1
0 0 1 2 −1 0


(iv)−−→

 1 2 0 −5 3 0
0 1 0 −3 3 −1
0 0 1 2 −1 0

 (v)−−→

 1 0 0 1 −3 2
0 1 0 −3 3 −1
0 0 1 2 −1 0


から 1 2 3

2 4 5
3 5 6

−1

=

 1 −3 2
−3 3 −1
2 −1 0

 = B

が従います．ここで以下の行基本変形を用いました．

(i) 2r+ = (−2)× 1r, 3r+ = (−3)× 1r , (ii) 2r ↔ 3r,

(iii) 2r× = (−1), 3r× = (−1), (iv) 1r+ = (−3)× 3r, 2r+ = (−3)× 3r,

(v) 1r+ = (−2)× 2r

なぜこの計算で A の逆行列が計算できるのか説明しましょう．ここで用いた行基

本変形に対応する基本行列を P1, · · · , Pℓ とすると

Pℓ · · ·P1(A|I3) = (I3|B)

となります．ここで P = Pℓ · · ·P1 と定めると

(PA|P ) = (I3|B)

を得ます．したがって
PA = I3, B = P

となることが分かります．P は正則であることが分かっていますから PA = I3 に

P−1 を右から描けると A = P−1 となり，Aが正則で A−1 =
(
P−1

)−1
= P = B を

得ます．
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この例に関して注意をすると，上の行基本変形で最初の 4列について着目すると

Ax⃗ = e⃗1 ⇒ x⃗ =

 1
−3
2


が従います．同様に

Ax⃗ = e⃗j ⇒ x⃗ =

−33
−1

 (j = 2),

 2
−1
0

 (j = 3)

も従います．これから

A(⃗b1 b⃗2 b⃗3) = (e⃗1 e⃗2 e⃗3) すなわち AB = I3

も導くことができます．

演習 3.12. 次の行列の逆行列が存在すれば求めましょう．

(1)


1 1 2 1

2 3 4 1

3 3 3 1

1 2 3 1

 (2)

 2 −2 4

2 3 2

−1 1 −1


演習 3.13. （演習 1.8再掲）x⃗, y⃗, z⃗, a⃗, b⃗, c⃗ ∈ Rn が関係式

x⃗− y⃗ + 2z⃗ = a⃗

2x⃗+ y⃗ − z⃗ = b⃗
3x⃗− 2y⃗ + z⃗ = c⃗

満たしているとします．このとき x⃗, y⃗, z⃗ を a⃗, b⃗, c⃗で表しましょう．これはある行

列の逆行列を計算して表しましょう．



79

第 4章

行列式

4.1 2次の行列式

4.1.1 クラメールの公式と行列式の定義

2次正方行列と 2次元ベクトル

A =

(
a b
c d

)
, v⃗ =

(
x
y

)
, α⃗ =

(
α1

α2

)
で定まる連立 1次方程式 Av⃗ = α⃗すなわち{

ax+ by = α1 (1)
cx+ dy = α2 (2)

を考えます．(1)× d− (2)× bを計算すると

(ad− bc)x = α1d− α2b

を得ます．定理 2.7 （46 ページ）の直後で注意したように，2 次正方行列の行列式

(determinant)を� �
det(A) =

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc (4.1)� �
と定めると，この式は ∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣x =

∣∣∣∣ α1 b
α2 d

∣∣∣∣
となります．ここで

det(A) = ad− bc ̸= 0
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を仮定すれば

x =

∣∣∣∣ α1 b
α2 d

∣∣∣∣∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ (4.2)

と計算されます．同様に計算すれば

y =

∣∣∣∣ a α1

c α2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ (4.3)

と計算されます．この公式をクラメールの公式 (Cramer’s rule)と呼びます．

演習 4.1. 上の y に関する公式 (4.3)を導いてください．

演習 4.2. 次の行列式を計算しましょう．

(1)

∣∣∣∣∣1 0

λ 1

∣∣∣∣∣ (2)
∣∣∣∣∣1 λ

0 1

∣∣∣∣∣ (3)
∣∣∣∣∣λ 0

0 1

∣∣∣∣∣ (4)
∣∣∣∣∣0 1

1 0

∣∣∣∣∣ (5)
∣∣∣∣∣a c

0 b

∣∣∣∣∣ (6)
∣∣∣∣∣a 0

c b

∣∣∣∣∣
4.1.2 行列式の性質

2次正方行列の基本的な性質について説明します．� �
定理 4.1. (i) （各列の線型性）

det(λx⃗+ µy⃗ b⃗) = λ det(x⃗ b⃗) + µ det(y⃗ b⃗)

det(⃗a λx⃗+ µy⃗) = λ det(⃗a x⃗) + µdet(⃗a y⃗)

(ii) （交代性） det(⃗a b⃗) = − det(⃗b a⃗)

(ii)’ （交代性）det(⃗a a⃗) = 0

(iii) （正規性）det(I2) = 1� �
定理 4.1の (i)を証明するために，次の補助定理 4.1を証明しましょう．
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補助定理 4.1. F : R2 −→ R x⃗ =

(
x1

x2

)
7→ a1x1 + a2x2 は

F (λx⃗+ µy⃗) = λF (x⃗) + µF (y⃗)

を満たします．� �
この補助定理 4.1は

F (λx⃗+ µy⃗) = F

((
λx1 + µy1
λx2 + µy2

))
= a1(λx1 + µy1) + a2(λx2 + µy2)

= λ(a1x1 + a2x2) + µ(a1y1 + a2y2) = λF (x⃗) + µF (y⃗)

によって証明されます．ここで∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1

と見て

F (x⃗) =

∣∣∣∣x1 b1
x2 b2

∣∣∣∣ , G(x⃗) =

∣∣∣∣a1 x1
a2 x2

∣∣∣∣
に対して補助定理 4.1を適用すると∣∣∣λx⃗+ µy⃗ b⃗

∣∣∣ = λ
∣∣∣x⃗ b⃗∣∣∣+ µ

∣∣∣y⃗ b⃗∣∣∣ , |⃗a λx⃗+ µy⃗| = λ|⃗a x⃗|+ µ|⃗a y⃗|

が従います．

演習 4.3. 上の定理 4.1 の (ii)と (ii)’を証明してください．ただし (ii)’は (ii)を

用いて証明してください．

定理 4.1以外の行列式の基本的な性質を説明します．� �
定理 4.2. (i) （行列の積の行列式） A,X ∈M2(R)に対して

det(AX) = det(A) det(X)

が成立します．

(i) （転置行列の行列式）
det(tA) = det(A)� �
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Proof. ここでは (i)のみ証明します（(ii)は演習 4.4 とします）．

A =
(
α⃗ β⃗

)
, X =

(
x1 y1
x2 y2

)
と定めると

det(AX) = det
(
x1α⃗+ x2β⃗ y1α⃗+ y2β⃗

)
= x1y1 det(α⃗ α⃗) + x1y2 det(α⃗ β⃗) + y1x2 det(β⃗ α⃗) + x2y2 det(β⃗ β⃗)

= x1y2 det(α⃗ β⃗)− y1x2 det(α⃗ β⃗)
= (x1y2 − x2y1) det(α⃗ β⃗) = det(X) det(A)

演習 4.4. 定理 4.2 の (ii) を証明してください．これに加えて定理 4.2 の (ii) を用

いて定理 4.1 の列に関する性質から

det

(
λa+ µb

c

)
= λ det

(
a
c

)
+ µdet

(
b
c

)

det

(
a

λb+ µc

)
= λ det

(
a
b

)
+ µdet

(
a
c

)

det

(
a
b

)
= −det

(
b
a

)
を導いてください．

次に 2次正方行列の正則性について考えてみます．定理 2.7の証明における計算を

繰り返しますが (
a b
c d

)(
d −b
−c a

)
=

(
d −b
−c a

)(
a b
c d

)
=

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
= det(A) · I2

となります．ここで det(A) = ad− bc ≠ 0のとき

X =
1

det(A)

(
d −b
−c a

)
と定めると

AX = XA = I2
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を得ます．これから det(A) ̸= 0のとき Aは正則で

A−1 =
1

det(A)

(
d −b
−c a

)
であることが分かります．

逆に行列 Aが正則とします．このとき AA−1 = I2 から

det(A) det(A−1) = det(AA−1) = det(I2) = 1

が従います．このとき det(A) ̸= 0 が従います．これから次の定理 4.3が示されまし

た（定理 2.7の内容と同一ですが，証明の後半は異なります）．� �
定理 4.3. A ∈M2(R)に対して，

Aが正則行列である⇐⇒ det(A) ̸= 0

が成立します．� �
この定理 4.3で示した正則性の特徴付けは，2次正方行列に限らず成立します．127

ページの定理 4.16で一般的な場合を証明します．

演習 4.5. 次の行列式の値が 0 となる λの値を求めましょう．

(1)

∣∣∣∣∣λ− 5 −2
−2 λ− 2

∣∣∣∣∣ (2)
∣∣∣∣∣λ− 4 −1
−2 λ− 3

∣∣∣∣∣
4.2 3次の行列式

4.2.1 定義と順列の符号

3次元ベクトル

a⃗ =

 a1
a2
a3

 , b⃗ =

 b1
b2
b3

 , c⃗ =

 c1
c2
c3


を定めます．このとき 3次正方行列

A = (⃗a b⃗ c⃗)
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に対して，Aの行列式を

det(A) = |A| =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1

∣∣∣∣ b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣− a2 ∣∣∣∣ b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣
と定義します．

さらに 2次の行列式を展開すると

|A| = a1b2c3 − a1b3c2 − a2b1c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 (4.4)

となります．ここで

i ̸= j, j ̸= k, k ̸= i, i, j, k ∈ {1, 2, 3}

を満たす (i j k)全体を S3 とすると，(i j k) ∈ S3 に対してだけ

aibjck

が現れていることに注意しましょう．このような (i j k) は 3! = 6通りであることが

分かります．aibjck の前の符号に関しては

i −→ j −→ k −→ i

が正の向きの場合に正であり，負の場合に負であることも分かります．

ここで i ̸= j, j ̸= k, k ̸= iを満たす (i j k) ∈ S3 に対して

ε(i j k) =

{
+1 ((i j k)が正の向き)

−1 ((i j k)が負の向き)

と定めます．これを用いると上の 3次正方行列 A = (⃗a b⃗ c⃗) に対して

det(A) =
∑

i̸=j, j ̸=k,k ̸=i

ε(i j k) · aibjck (4.5)
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が成立することに注意しましょう．

　後に使うために (i j k) ∈ S3 の符号に関して

別の見方を紹介します．右のように 2 つの番

号を交換する操作 (互換)を繰り返して (1 2 3)

に並び換えていくときに，偶数回で到達する場

合は (i j k)は正の向き，奇数回で到達する場

合は (i j k)は負の向きになっています．

(1 2 3)

(1 3 2)→ (1 2 3)

(2 1 3)→ (1 2 3)

(2 3 1)→ (1 3 2)→ (1 2 3)

(3 1 2)→ (1 3 2)→ (1 2 3)

(3 2 1)→ (1 2 3)

後に一般の次数の行列式を考えるときには，この形で符号を考えます（98 ページ

の演習 4.13 を参照）．

4.2.2 列に関する性質

■基本性質 次に (4.4) において b1, b2, b3（または c1, c2, c3）について整理する

と，次の各列に関する余因子展開が成立することにも注意しよう（余因子については

後に 4.3.5節で説明します）．� �
∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣ b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣− a2 ∣∣∣∣ b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣
= −b1

∣∣∣∣ a2 c2
a3 c3

∣∣∣∣+ b2

∣∣∣∣ a1 c1
a3 c3

∣∣∣∣− b3 ∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣
= c1

∣∣∣∣ a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣− c2 ∣∣∣∣ a1 b1
a3 b3

∣∣∣∣+ c3

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣� �
この余因子展開を用いると行列式の列に関する基本的な性質をいくつか導くことが

できます．� �
(I) (各列に関する線型性) 例えば 1列に関して∣∣∣ λα⃗+ µβ⃗ b⃗ c⃗

∣∣∣ = λ
∣∣∣ α⃗ b⃗ c⃗

∣∣∣+ µ
∣∣∣ β⃗ b⃗ c⃗

∣∣∣ (4.6)

が成立します．� �
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この性質は 2次正方行列の性質 (I)と同様に証明できます．そのためには補助定理

4.1と同様の次の補助定理 4.2 を用います．� �
補助定理 4.2. F : R3 −→ R x⃗ 7→ a1x1 + a2x2 + a3x3 は

F (λx⃗+ µy⃗) = λF (x⃗) + µF (y⃗)

を満たします．� �
演習 4.6. 補助定理 4.2を証明して，(4.6)を示しましょう．� �

(II) (交代性) 相異なる 2 列を交換すると行列式の値は (−1) 倍されます．例
えば ∣∣∣ b⃗ a⃗ c⃗

∣∣∣ = − ∣∣∣ a⃗ b⃗ c⃗
∣∣∣ (4.7)

が成立します．� �
2次正方行列に対する行列式の交代性を用いて，(4.7) を証明します．実際∣∣∣ a⃗ b⃗ c⃗

∣∣∣ = c1

∣∣∣∣ a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣− c2 ∣∣∣∣ a1 b1
a3 b3

∣∣∣∣+ c3

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣
= −c1

∣∣∣∣ b2 a2
b3 a3

∣∣∣∣+ c2

∣∣∣∣ b1 a1
b3 a3

∣∣∣∣− c3 ∣∣∣∣ b1 a1
b2 a2

∣∣∣∣ = − ∣∣∣ b⃗ a⃗ c⃗
∣∣∣

と証明されます．

最後に次の性質 (III)は具体的に計算すれば示せます．� �
(III) (正規性) 単位行列 I3 の行列式は

|I3| = 1

となります．� �
■基本性質から導かれる性質 以上の (I)，(II)，(III) が行列式の基本的な性質で

す．これからいくつかの性質を導くことができます．
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(IV) 異なる 2列が等しいとき行列式の値は 0となります．例えば∣∣∣ b⃗ b⃗ c⃗

∣∣∣ = 0 (4.8)

が成立します．� �
この場合は 1列と 2列を交換すると性質 (II)から∣∣∣ b⃗ b⃗ c⃗

∣∣∣ = − ∣∣∣ b⃗ b⃗ c⃗
∣∣∣

が得られることから，(4.8)が従います．性質 (II) から次の性質 (II)’も得られます．� �
(II)’ (i j k) ∈ S3 に対して

| x⃗i x⃗j x⃗k | = ε(i j k) · | x⃗1 x⃗2 x⃗3 |

が成立します．� �
例えば

| x⃗2 x⃗3 x⃗1 | = −| x⃗1 x⃗3 x⃗2 | = | x⃗1 x⃗2 x⃗3 |

と示すことができます．上で互換を用いて説明した ε(2 3 1) の意味を思い出しま

しょう．� �
(V) i ̸= j のとき j 列に i 列の λ 倍を加えても行列式の値は変わりません．例

えば
| a⃗ b⃗ c⃗ | = | a⃗ (⃗b+ λa⃗) c⃗ |

が成立します．� �
これは

（右辺）= | a⃗ b⃗ c⃗ |+ λ| a⃗ a⃗ c⃗ | = | a⃗ b⃗ c⃗ |

から従います．

次に行列の積の行列式に関する公式を紹介します．
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(VI) 3次正方行列 A, X ∈M3(R)に対して

det(XA) = det(X) · det(A) (4.9)

が成立します．� �
(4.9)にある公式 (VI)を証明しましょう．そのために Aを A =

(
a⃗ b⃗ c⃗

)
と

a⃗ =

 a1
a2
a3

 , b⃗ =

 b1
b2
b3

 , c⃗ =

 c1
c2
c3


を用いての列ベクトル表示します．そして

X = (x⃗1 x⃗2 x⃗3)

と行列 X を列ベクトル表示します．すると証明すべき式の左辺を計算していくと

det(XA) = det(Xa⃗ Xb⃗ Xc⃗)

= det
(
a1x⃗1 + a2x⃗2 + a3x⃗3 Xb⃗ Xc⃗

)
=

3∑
i=1

ai det(x⃗i Xb⃗ Xc⃗)

となります．次に 2列を線型性によって展開します．例えば det(x⃗1 x⃗1 Xc⃗) = 0を

用いて

det
(
x⃗1 Xb⃗ Xc⃗

)
= det (x⃗1 (b1x⃗1 + b2x⃗2 + b3x⃗3) Xc⃗)

= b2 det (x⃗1 x⃗2 Xc⃗) + b3 det (x⃗1 x⃗3 Xc⃗)

と計算されます．これと同様の計算を残る 2項に対して行うと

det(XA) = a1b2 det (x⃗1 x⃗2 Xc⃗) + a1b3 det (x⃗1 x⃗3 Xc⃗)

+a2b1 det (x⃗2 x⃗1 Xc⃗) + a2b3 det (x⃗2 x⃗3 Xc⃗)

+a3b1 det (x⃗3 x⃗1 Xc⃗) + a3b2 det (x⃗3 x⃗2 Xc⃗)
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を得ます．最後の式の 6項の 3列を展開すると

det(XA) = a1b2c3 det (x⃗1 x⃗2 x⃗3) + a1b3c2 det (x⃗1 x⃗3 x⃗2)

+a2b1c3 det (x⃗2 x⃗1 x⃗3) + a2b3c1 det (x⃗2 x⃗3 x⃗1)

+a3b1c2 det (x⃗3 x⃗1 x⃗2) + a3b2c1 det (x⃗3 x⃗2 x⃗1)

= a1b2c3 · ε(1 2 3) det (x⃗1 x⃗2 x⃗3) + a1b3c2 · ε(1 3 2) det (x⃗1 x⃗2 x⃗3)

+a2b1c3 · ε(2 1 3) det (x⃗1 x⃗2 x⃗3) + a2b3c1 · ε(2 3 1) det (x⃗1 x⃗2 x⃗3)

+a3b1c2 · ε(3 1 2) det (x⃗1 x⃗2 x⃗3) + a3b2c1 · ε(3 2 1) det (x⃗1 x⃗2 x⃗3)

を得ます．ここで最後に

det (x⃗i x⃗j x⃗k) = ε(i j k) · det (x⃗1 x⃗2 x⃗3)

が成立することを用いました．さらに det(X)で括ると

det(XA) = det(X) · (a1b2c3 · ε(1 2 3) + a1b3c2 · ε(1 3 2) + a2b1c3 · ε(2 1 3)

+ a2b3c1 · ε(2 3 1) + a3b1c2 · ε(3 1 2) + a3b2c1 · ε(3 2 1))

= det(X) · det(A)

と公式 (VI)が証明されました．

■転置行列の行列式 3次正方行列 A =

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 の転置行列の行列式

det(tA) =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
を考えます．ここでは簡単のために a1 ̸= 0 の場合を考えます．A において 1 行の

−a2
a1
倍を 2行に加えて，1行の −a3

a1
倍を 3行に加えると

R

(
1, 3,−a3

a1

)
R

(
1, 2,−a2

a1

)
A =

a1 b1 c1
0 b′2 c′2
0 b′3 c′3


となります．このことから

tAtR

(
1, 2,−a2

a1

)
tR

(
1, 3,−a3

a1

)
=

a1 0 0
b1 b′2 b′3
c1 c′2 c′3


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も従います．ここで基本行列の行列式に関して∣∣∣∣R(1, 2,−a2a1
)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣R(1, 3,−a3a1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣tR(1, 2,−a2a1
)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣tR(1, 3,−a3a1

)∣∣∣∣ = 1

が成立することを用いると

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
0 b′2 c′2
0 b′3 c′3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣b′2 c′2
b′3 c′3

∣∣∣∣
det(tA) =

∣∣∣∣∣∣
a1 0 0
b1 b′2 b′3
c1 c′2 c′3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣b′2 b′3
c′2 c′3

∣∣∣∣− b1 ∣∣∣∣ 0 0
c′2 c′3

∣∣∣∣+ c1

∣∣∣∣ 0 0
b′2 b′3

∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣b′2 b′3
c′2 c′3

∣∣∣∣
が従います．ここで B ∈M2(R)に対して det(tB) = det(B)が成立すること（定理

4.2(ii)）を用いると
det(tA) = det(A)

を得ます．以上で次の定理 4.4を示しました．� �
定理 4.4. A ∈M3(R)に対して

det(tA) = det(A) (4.10)

が成立します．� �
演習 4.7. a1 = 0, a2 ̸= 0の場合に (4.10)を証明しましょう．

定理 4.4を用いると，列に関して今まで説明した性質が行の性質についても成立す

ることを示せます．すなわち以下の性質が成立します．� �
(I)（行に関する線型性）　行列式は各行において線型です．例えば∣∣∣∣∣∣

a
λx+ µx

c

∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣
a
x
c

∣∣∣∣∣∣+ µ

∣∣∣∣∣∣
a
y
c

∣∣∣∣∣∣
が 2行の線型性として成立します．� �
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これは転置をしても行列式の値が変わらないことと列に関する線型性を用いると∣∣∣∣∣∣
a

λx+ µy
c

∣∣∣∣∣∣ = ∣∣ta t (λx+ µy) tc
∣∣ = ∣∣ta λtx+ µty tc

∣∣
= λ

∣∣ta tx tc
∣∣+ µ

∣∣ta ty tc
∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣
a
x
c

∣∣∣∣∣∣+ µ

∣∣∣∣∣∣
a
y
c

∣∣∣∣∣∣
と証明できます．� �

(II)（交代性） 相異なる 2 行を交換すると行列式の値は (−1) 倍されます．例
えば ∣∣∣∣∣∣

a
b
c

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣
a
c
b

∣∣∣∣∣∣
が成立します．� �

これは転置をしても行列式の値が変わらないことと列に関する交代性を用いると∣∣∣∣∣∣
a
b
c

∣∣∣∣∣∣ = ∣∣ta tb tc
∣∣ = − ∣∣ta tc tb

∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣
a
c
b

∣∣∣∣∣∣
と証明されます．

以上で説明した行に関する性質 (I)と (II)を用いると次の性質 (IV)と性質 (II)’，

性質 (V)が従います．これらは，列に関する同様の性質を導いたのと同様に示すこ

とができます．� �
(IV) 相異なる 2行が等しい行列式の値は 0です．∣∣∣∣∣∣

a
a
c

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a
b
a

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a
b
b

∣∣∣∣∣∣ = 0

� �
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(II)’ (i j k) ∈ S3 に対して（1 ≤ i, j, k ≤ 3と i ̸= j, j ̸= k, k ̸= iを満たす 3

個の番号の順列 (i j k)のことです．）∣∣∣∣∣∣
xi

xj

xk

∣∣∣∣∣∣ = ε(i j k)

∣∣∣∣∣∣
x1

x2

x3

∣∣∣∣∣∣
が成立します．� �� �
(V) i ̸= j のとき i 行の λ 倍を j 行に加えても行列式の値は変わりません．例

えば ∣∣∣∣∣∣
a
b

c+ λa

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a
b
c

∣∣∣∣∣∣
が成立します．� �
行列式の具体的な計算方法として，行に関する性質 (V)と性質 (II) を用いて 1列

の成分が 1行以外 0となるように行基本変形するやり方があります．これは定理 4.4

の証明の中でも使ったアイデアですが，加えて余因子展開を用いると 2次の行列式を

計算することに持ち込むことができます．例えば∣∣∣∣∣∣
0 2 3
2 4 6
1 4 9

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣
2 4 6
0 2 3
1 4 9

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
2 4 6
0 2 3
0 2 6

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣2 3
2 6

∣∣∣∣ = 2(2 · 6− 2 · 3) = 12

と計算されます．最後に 3 次から 2 次になっているところは 1 列の余因子展開を用

いました．

演習 4.8. 次の行列式の値を求めましょう．

(1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 −3
1 1 1

4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣ (3)

∣∣∣∣∣∣∣
2 4 6

0 2 3

1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣ (4)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣∣
■クラメールの公式 次に x, y, z に関する 3元連立 1次方程式 a1x+ b1y + c1z = α1 · · · (1)

a2x+ b2y + c2z = α2 · · · (2)
a3x+ b3y + c3z = α3 · · · (3)
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を考えます．2 元連立方程式に帰着させるために，z を消去します．そのために

(1)× c2 − (2)× c1 を考えると

a1c2x+ b1c2y = α1c2 · · · (1)× c2
−) a2c1x+ b2c1y = α2c1 · · · (2)× c1∣∣∣∣ a1 c1

a2 c1

∣∣∣∣x+

∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ y =

∣∣∣∣ α1 c1
α2 c2

∣∣∣∣ · · · (I) = (1)× c2 − (2)× c1

を得ます．同様に (1)× c2 − (3)× c1 と (2)× c3 − (3)× c2 を考えると∣∣∣∣ a1 c1
a3 c3

∣∣∣∣x+

∣∣∣∣ b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣ y =

∣∣∣∣ α1 c1
α3 c3

∣∣∣∣ · · · (II) = (1)× c3 − (3)× c1∣∣∣∣ a2 c2
a3 c3

∣∣∣∣x+

∣∣∣∣ b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣ y =

∣∣∣∣ α2 c2
α3 c3

∣∣∣∣ · · · (III) = (2)× c3 − (3)× c2

を得ることができます．

−b1 × (III) + b2 × (II)− b3 × (I)を 2列の余因子展開を用いて計算すると∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣x+

∣∣∣∣∣∣
b1 b1 c1
b2 b2 c2
b3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ y =

∣∣∣∣∣∣
α1 b1 c1
α2 b2 c2
α3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
が従います．ここで ∣∣∣∣∣∣

b1 b1 c1
b2 b2 c2
b3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0 (4.11)

より

Dx =

∣∣∣∣∣∣
α1 b1 c1
α2 b2 c2
α3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
ただし D =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣


が得られます．したがって D ̸= 0のとき

x =
1

D

∣∣∣∣∣∣
α1 b1 c1
α2 b2 c2
α3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
が得られました．y と z についても同様な解の公式があり，次の定理 4.5が証明でき

ます．
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定理 4.5. （クラメールの公式）D =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 のとき連立 1次方程

式 (1),(2),(3)の解は

x =
1

D

∣∣∣∣∣∣
α1 b1 c1
α2 b2 c2
α3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ , y =
1

D

∣∣∣∣∣∣
a1 α1 c1
a2 α2 c2
a3 α3 c3

∣∣∣∣∣∣ , z =
1

D

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 α1

a2 b2 α2

a3 b3 α3

∣∣∣∣∣∣
で与えられます．� �

演習 4.9. a1 × (III)− a2 × (II)+ a3 × (I)を計算して定理 4.5の y の公式を導いて

ください．

演習 4.10. 次の連立 1次方程式をクラメーの公式を用いて解きましょう．

(1)

 2 −2 4

2 3 2

−1 1 −1


xy
z

 =

1

2

3

 (2)

2 1 2

0 1 −1
2 3 −1


xy
z

 =

1

2

1


4.2.3 ベクトルの外積・行列式の幾何学的な意味

ベクトル b⃗と c⃗の外積（ベクトル積）を右のよ

うに定めます．外積 b⃗× c⃗は

b⃗ ⊥ b⃗× c⃗, c⃗ ⊥ b⃗× c⃗

を満たします．そのことを示すために公式

det(⃗b c⃗ a⃗) = (⃗b× c⃗, a⃗) (4.12)

b⃗× c⃗ =



∣∣∣∣ b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣


が成立することに注意します．これは，左辺の 3列の余因子展開から分かります．こ

の公式を用いると
(⃗b× c⃗, b⃗) = det(⃗b c⃗ b⃗) = 0

が従い，b⃗ ⊥ b⃗× c⃗が分かります．また c⃗ ⊥ b⃗× c⃗も同様です．
次に b⃗ × c⃗ の大きさについて注意します．2 本のベクトル b⃗ と c⃗ が定める平

行四辺形の面積 S について考えます．b⃗ と c⃗ のなす角を θ とします．このとき
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S = ||⃗b|| · ||⃗c|| · sin θ

= ||⃗b|| · ||⃗c|| ·
√

1− cos2 θ

= ||⃗b|| · ||⃗c|| ·

√√√√1−

(
(⃗b, c⃗)

||⃗b|| · ||⃗c||

)2

=

√
||⃗b||2 · ||⃗c||2 − (⃗b, c⃗)2

から

S2 = ||⃗b||2 · ||⃗c||2 − (⃗b, c⃗)2

=
(
b21 + b22 + b23

) (
c21 + c22 + c23

)
− (b1c1 + b2c2 + b3c3)

2

=

∣∣∣∣ b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣2 = ||⃗b× c⃗||2

を得ます．すなわち
S = ||⃗b× c⃗|| (4.13)

を示しました．b⃗ と c⃗ に垂直で大きさが S であるベクトルは 2 本ありますが，その

どちらが b⃗ × c⃗ になるのについて軽く説明します．座標系が右手系の場合は，b⃗から
c⃗ へ右手の親指以外の 4 本の指を揃えて向かうときに親指が向かう方向が b⃗ × c⃗ で
す（右ねじの向き）．また座標系が左手系の場合は，同じことを左手で行います．（前

ページの図は，右手系の場合を考えています．）詳しくは述べられませんが (4.12)を

用いて得られる
det(⃗b c⃗ b⃗× c⃗) = ||⃗b× c⃗||2 > 0

が b⃗× c⃗ ̸= 0⃗であるときに成立することから，b⃗, c⃗, b⃗× cが標準単位ベクトルを用い
た e⃗1, e⃗2, e⃗3 と同じ「向き」を持ちます．このことから以上の事実が示せます．

公式 (4.13)を用いて，3次の行列式の幾何的な性質について説明します．3本のベ

クトル a⃗, b⃗, c⃗が定める平行 6面体の体積を V とします．b⃗, c⃗が定める平行四辺形を

底面として体積 V を考えます．すると垂直方向 b⃗× c⃗と a⃗とのなす角を φとすると，

高さ hは

h = | ||⃗a|| · cosφ | =

∣∣∣∣∣||⃗a|| · (⃗a, b⃗× c⃗)
||⃗a|| · ||⃗b× c⃗||

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ (⃗a, b⃗× c⃗)||⃗b× c⃗||

∣∣∣∣∣
と計算されます．これから

V = S · h = ||⃗b× c⃗|| ·

∣∣∣∣∣ (⃗a, b⃗× c⃗)||⃗b× c⃗||

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣(⃗a, b⃗× c⃗)∣∣∣ = ∣∣∣det(⃗a b⃗ c⃗)∣∣∣
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となります．

演習 4.11. ベクトルの外積について以下の性質が成立することを示しましょう．

(1) a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗, a⃗× a⃗ = 0⃗ (2) (⃗a+ b⃗)× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗

演習 4.12. a⃗ = t(1 1 0), b⃗ = t(0 1 − 1), c⃗ = t(1 2 3) に対して，以下を求めま

しょう．

(1) a⃗と b⃗が張る平行四辺形の面積． (2) a⃗と b⃗に直交する単位ベクトル．

(3) a⃗と b⃗, c⃗が張る平行六面体の体積．

4.3 n次の行列式

4.3.1 順列・置換とその符号

■順列と置換 3次の行列式を表現する方法の 1つに，1, 2, 3を並べた順列 (i j k) ∈
S3 を用いて ∣∣∣⃗a b⃗ c⃗

∣∣∣ = ∑
(i j k)∈S3

ε(i j k) · aibjck (4.14)

と定義するものがありました．一般に n次の正方行列A ∈Mn(R)に対して行列式を

定義するのに，この表現を拡張することを考えます．そのために順列の符号 ε(i j k)

を定義する必要が生じます．この 4.3.1節では，順列とその符号について議論します．

3次の行列式であれば 1, 2, 3を並べた順列 (i j k)として話を進めても十分でした

が，これを少し言い換えることにします．例えば順列 (3 1 2)は写像

σ : {1, 2, 3} −→ {1, 2, 3}

で条件
σ(1) = 3, σ(2) = 1, σ(3) = 2

を満たすものと考えます．順列 (i j k) ∈ S3 は写像写像

τ : {1, 2, 3} −→ {1, 2, 3}

で条件
τ(1) = i, τ(2) = j, τ(3) = k

を満たすものですが，i, j, k が 1, 2, 3 を並べたものですから τ は全射でかつ単射，

すなわち全単射であることが分かります．
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逆に
ρ : {1, 2, 3} −→ {1, 2, 3}

が全単射であるとき，(ρ(1), ρ(2), ρ(3))は 1, 2, 3を並べたものとなります．実際，ρ

が単射であることから，ρ(1), ρ(2), ρ(3)は相異なります．また ρが全射であることか

ら {ρ(1), ρ(2), ρ(3)} = {1, 2, 3}となります．
このように以下では，1, 2, · · · , nを並べた順列 (i1, i2, · · · , in) と全単射

σ : {1, 2, · · · , n} −→ {1, 2, · · · , n}

で
σ(1) = i1, · · · , σ(n) = in

を満たすものと考えます．全単射として考えたときに σ のことを n次の置換と呼び

ます．そして

σ =

(
1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
と記します．

以下では n次の置換全体の集合を Sn で表します．

■置換の符号 　 σ =

(
1 2 3

i1 i2 i3

)
に対してはすでに符号 ε(i1, i2, i3)を定義して

います．これと整合的になるように σ ∈ Sn に対して符号を定義します（整合性につ

いては演習 4.13を参照）．1 ≤ i < j ≤ nを満たす i, j に対して

σ(i) > σ(j)

であるとき (i, j)は σ で反転されるといいます．例えば

σ =

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
においては

σ(1) = 3 > 2 = σ(2)

σ(1) = 3 > 1 = σ(4)

σ(2) = 2 > 1 = σ(4)

σ(3) = 4 > 1 = σ(4)

から (1, 2), (1, 4), (2, 4), (3, 4) が σ によって反転されます．このことは右上図から
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すぐに分かります．すなわち，iと σ(i)を結んだ線分と j と σ(j)を結んだ線分が交

わっている場合が反転している (i, j) に対応するからです．

一般に σ ∈ Sn によって反転される (i, j)の個数を σ の反転数と呼びます．そして

反転数が偶数のとき σを偶置換と呼び，奇数のとき奇置換と呼びます．このとき置換

σ の符号を

ε(σ) =

{
1 (σが偶置換)

−1 (σが奇置換)

と定めます．

演習 4.13. σ ∈ S3 に対して反転数を求め ε(σ)を計算しましょう．

演習 4.14. σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

3 5 2 6 1 7 4

)
の反転数と符号を求めましょう．

以下では 2段階にわたって置換の符号を言い換えていきます．そのために総和の記

号に対応する積の記号を定めます．以下では Aを有限集合

A = {a1, · · · , an}

とします．そして
f : A −→ K

をKに値をとる A上の函数とします．このとき積の記号を∏
a∈A

f(a) := f(a1) · · · f(an)

と定めます．この積の記号については必要に応じてその性質を説明していくことにし

ます．

次に {1, · · · , n}の 2点集合の全体の集合として

Ωn := {{i, j}; i ̸= j, i, j ∈ {1, 2, · · · , n}}

と定めます．例えば n = 3と n = 4の場合は

Ω3 := {{1, 2}, {1, 3}, 2, 3}

Ω4 := {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, 2, 3, {2, 4}, {3, 4}}

となります．これを用いると σ ∈ Sn に対して

ε̃(σ) :=
∏

{i,j}∈Ωn,i<j

σ(i)− σ(j)
i− j

(4.15)
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と定義できます．例えば

σ =

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
のときは

ε̃(σ) =
3− 2

1− 2
· 3− 4

1− 3
· 3− 1

1− 4
· 2− 4

2− 3
· 2− 1

2− 4
· 4− 1

3− 4

= (−1)2− 3

1− 2
· 3− 4

1− 3
· (−1)1− 3

1− 4
· 2− 4

2− 3
· (−1)1− 2

2− 4
· (−1)1− 4

3− 4

= (−1)4 = +1

と計算されます．この途中の計算で (−1)が 4回出てきましたが，σ によって反転さ

れる {i, j}に対応していることに注意してください．
一般に σ ∈ Sn とすると，{i, j} ∈ Ωn に対して σが単射ですから σ(i) ̸= σ(j)とな

ります．このことから
{σ(i), σ(j)} ∈ Ωn

が分かります．さらに写像

σ# : Ωn −→ Ωn {i, j} 7→ {σ(i), σ(j)}

を定義すると，σ# は全単射であることが分かります．このことから {i, j} ∈ Ωn に

対して ε̃の定義を与えた (4.15)の分子および分子の双方に

i− j または − (i− j)

がただ 1回現れることが分かり
ε̃(σ) = ±1

が従います．さらに i < j のときに σ(i) > σ(j)ならば反転数が 1個増えて，同時に

ε̃(σ)の符号が (−1)倍されることに注意すれば

ε̃(σ) = ε(σ)

であることも従います．

演習 4.15. 上の σ# が全単射であることを示しましょう．ただし次の定理を用いて

単射であること示すだけで十分です．

定理　 X を有限集合とします．このとき f : X → X に対して

f は全射である⇔ f は全射である

置換の符号についてさらにもう一段階の言い換えを行いますが，そのためにはさら

に準備が必要となります．
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■置換の積 σ, τ ∈ Sn を考えましょう．

σ : {1, 2, · · · , n} → {1, 2, · · · , n}, τ : {1, 2, · · · , n} → {1, 2, · · · , n}

を合成した
τ ◦ σ : {1, 2, · · · , n} → {1, 2, · · · , n} i 7→ τ(σ(i))

も全単射となりますから，τ ◦ σ ∈ Sn であることが分かります．写像の合成の記号 ◦
を省略して τσ と記します．

まず具体的に合成の例を紹介しましょう．

ρ =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
, ω =

(
1 2 3 4
4 3 1 2

)
とします．このとき

ωρ(1) = ω(ρ(1)) = ω(4) = 2, ωρ(2) = ω(ρ(2)) = ω(1) = 4

ωρ(3) = ω(ρ(3)) = ω(2) = 3, ωρ(4) = ω(ρ(4)) = ω(3) = 1

から

ωρ =

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
であることが分かります．

演習 4.16. σ =

(
1 2 3 4

4 3 1 2

)
と τ =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
に対して στ と τσ を計算

しましょう．

一般に

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→W

と 3つの写像があるとしましょう．このとき合成の順序について

(h ◦ g) ◦ f = f ◦ (g ◦ h)

が成立します．このことから 3個の置換 σ1, σ2, σ3 ∈ Sn に対して

σ1(σ2σ3) = (σ1σ2)σ3

が成立することが従います．従って行列の積と同様に σ1, · · · , σℓ ∈ Sn に対して

σ1 · · ·σℓ
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が紛れることなく定義できることが分かります．

置換の積の符号に関して重要な性質を示すために，総和と積の記号について補足を

します．有限集合 Aと写像

f : A→ K, g : A→ K

があるとします．このとき

∏
a∈A

f(a)g(a) =

(∏
a∈A

f(a)

)
·

(∏
a∈A

g(a)

)
(4.16)

が成立します．これは

f(a1)g(a1) · · · f(an)g(an) = f(a1) · · · fan · g(a1) · · · g(an)

に他なりません．さらに全単射
φ : A→ A

があるとしましょう．このとき∏
a∈A

f(φ(a)) =
∏
a∈A

f(a) (4.17)

∑
a∈A

f(a) =
∑
a∈A

f(φ(a)) (4.18)

が成立します．例えば (4.16)の左辺は

f(φ(a1)) · · · f(φ(ai)) · · · f(φ(an))

ですが，iが動くとき φ(ai)が Aのすべての要素にただ一度通ることを考えると理解

できるはずです．

以上の準備で置換の積の符号について以下の定理 4.6が示せます．� �
定理 4.6. σ, σ′ ∈ Sn に対して

ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′)

が成立します．� �
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Proof.

ε(σσ′) =
∏

{i,j},i<j

σσ′(i)− σσ′(j)

i− j

=
∏

{i,j},i<j

σ(σ′(i))− σ(σ′(j))

σ′(i)− σ′(j)
· σ

′(i)− σ′(j)

i− j

=
∏

{i,j},i<j

σ(σ′(i))− σ(σ′(j))

σ′(i)− σ′(j)
·
∏

{i,j},i<j

σ′(i)− σ′(j)

i− j

=
∏

{k,ℓ},k<ℓ

σ(k)− σ(ℓ)
k − ℓ

·
∏

{i,j},i<j

σ′(i)− σ′(j)

i− j
= ε(σ) · ε(σ′)

以上の式変形において (4.16), (4.17) を用いていることに注意しましょう．特に

(4.17)を適用するにあったって

σ′# : Ωn → Ωn

が全単射であることを用いています．

■置換の逆 　一般に集合 X から集合 Y への写像

f : X −→ Y

が全単射であるとします．このとき y ∈ Y に対してただ 1つの x ∈ X が存在して

f(x) = y (4.19)

が成立します．このとき写像
f−1 : Y −→ X

を (4.19)を用いて f−1(y) = xによって定義します．f−1 : Y −→ X も全単射にな

ることに注意しましょう．

置換について具体例を見てみましょう．4次の置換

σ :=

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
を考えましょう．σ(x) = 1を満たすのは x = 2ですから σ−1(1) = 2です．σ(x) = 2

を満たすのは x = 3ですから σ−1(2) = 3です．これを繰り返すと

σ−1 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
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であることが分かります．一般に n 次の置換 σ ∈ Sn は {1, 2, · · · , n} から
{1, 2, · · · , n}への全単射ですから，その逆写像

σ−1 : {1, 2, · · · , n} −→ {1, 2, · · · , n}

は置換を定めます．そして

σ · σ−1 = σ−1 · σ = id

が成立します．特に

ε(σ) · ε(σ−1) = ε(σ · σ−1) = ε(id) = 1

から
ε(σ−1) = ε(σ) (4.20)

が成立します．

演習 4.17. 次の置換に対して逆置換を求めましょう．

(1) σ =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
(2) σ =

(
1 2 3 4 5

2 5 1 3 4

)

■互換 次に単純な置換を定義します．1 ≤ i < j ≤ nのとき τ = (i j) ∈ Sn は

τ(i) = j, τ(j) = i, τ(k) = k (k ̸= i, j)

で定まる n次の置換です．例えば 4次の場合に

(1 3) =

(
1 2 3 4
3 2 1 4

)
, (2 3) =

(
1 2 3 4
1 3 2 4

)
となります．このように，2個の番号を交換する置換のことを互換と呼びます．

　第 1 巻から第 7 巻までの全集があるとしま

しょう．それが右のように乱雑に並べられてい

るとします．これを左から第 1，第 2巻，· · · と
なるように並び替えまることを考えます．その

ために今の状態を

(4 3 6 1 7 2 5)

と表します．第 7巻を左から 7番目にするために，5と 7を交換します．これを

(4 3 6 1 7 2 5)
(5 7)−−−→ (4 3 6 1 5 2 7)
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と表します．次に 6を左から 6番目にするために 2と 6を交換し

(4 3 6 1 5 2 7)
(2 6)−−−→ (4 3 2 1 5 6 7)

と表します．この状態では 5は左から 5番目にありますからそのままにして，4を左

から 4番目に移し，3を左から 3番目に移すと

(4 3 2 1 5 6 7)
(1 4)−−−→ (1 3 2 4 5 6 7)

(2 3)−−−→ (1 2 3 4 5 6 7)

と左から順番通りに直ります．これを (1 2 3 4 5 6 7)から逆に追っていくと

(1 2 3 4 5 6 7)
(2 3)−−−→ (1 3 2 4 5 6 7)

(1 4)−−−→ (4 3 2 1 5 6 7)

(2 6)−−−→ (4 3 6 1 5 2 7)
(5 7)−−−→ (4 3 6 1 7 2 5)

から

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 3 6 1 7 2 5

)
= (5 7) · (2 6) · (1 4) · (2 3)

であることが分かります．一般には次の定理 4.7 が成立します．� �
定理 4.7. σ ∈ Sn は有限個の互換 τ1, · · · , τℓ の積（合成）として

σ = τℓ · · · τ1 (4.21)

と表せます．� �
演習 4.18. 次の置換を互換の積で表しましょう．

(1) a =

(
1 2 3 4 5 6

3 5 6 4 2 1

)
(2) a =

(
1 2 3 4 5 6

4 3 2 5 6 1

)
置換の符号についてさらに言い換えを行います．そのためにはこの定理 4.7に加え

て互換の符号に関する次の定理 4.8 が必要となります．� �
定理 4.8. 互換 τ = (k ℓ) ∈ Sn に対して

ε(τ) = −1

が成立します．� �
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Proof. (I) まず τ = τ0 = (1 2)の場合を考えます．反転数を考えれば明らかに

ε(τ0) = −1

です．または
τ0(1)− τ0(2)

1− 2
=

2− 1

1− 2
= −1

であることと i ̸= 1, 2において

τ0(1)− τ0(i)
1− i

· τ0(2)− τ0(i)
2− i

=
2− i
1− i

· 1− i
2− i

= 1

からも分かります．

(II) {1, 2} ∩ {k, ℓ} =のとき

σ(1) = k, σ(2) = ℓ, σ(k) = 1, σ(ℓ) = 2, σ(i) = i (i ̸= 1, 2, k, ℓ)

である σ ∈ Sn を定めると
τ = σ−1τ0σ

が成立します．これから
ε(τ) = ε(σ−1)ε(τ0)ε(σ)

となります．さらに

ε(σ−1)ε(σ) = ε(σ−1σ) = ε(id) = 1

が分かりますから
ε(τ) = ε(τ0) = −1

が従います．

(III) 残るは i ̸= 1, 2として τ = (1 i), (2 i)の場合ですが，これは (II)と同様に示す

ことができます．

定理 4.7の状況，すなわち (4.21) が成立するとします．すると定理 4.6を繰り返し

使うと
ε(σ) = (−1)ℓ

であることが分かります．置換 σ ∈ Sn の反転数の偶奇は置換を互換の積として表し

たときの個数の偶奇に一致します．以上から次の定理 4.9が従います．
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定理 4.9. σ ∈ Sn が互換の積として

σ = τℓ · · · τ1 = τ ′ℓ′ · · · τ ′1

と 2通りに表現されているとします．このとき ℓと ℓ′ の偶奇は一致します．� �
■巡回置換・隣接互換 置換について学ぶ機会はそうそうないでしょうから，いくつ

かの点について補足します．

まず定理 4.7 の別証明です．k1, · · · , kr ∈ {1, 2, · · · , n} はお互いに異なるとしま
す．このとき

σ =

(
k1 k2 · · · kr−1 kr
k2 k3 · · · kr k1

)
を巡回置換と呼んで σ = (k1 k2 · · · kr)と記します．上で出てこない数は σ で動か

ないという約束を設けていて，この σ は

σ(k1) = k2, σ(k2) = k3, · · · , σ(kr−1) = kr, σ(kr) = k1

σ(i) = i (i ̸= k1, · · · , kr)

で定まる置換です．具体例として

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 2 9 1 5 6 4 8 7

)
を考えます．σ1 で動かない，例えば σ1(2) = 2などは省略する約束を設けています

から

σ1 =

(
1 3 4 7 8 9
3 9 1 4 8 7

)
と表記しても構いません．さらに列の順番を変えても写像自体は分かりますから

σ1 =

(
1 3 9 7 4
3 9 7 4 1

)
= (1 3 9 7 4)

となります．これは
1

σ1−→ 3
σ1−→ 9

σ1−→ 7
σ1−→ 4

σ1−→ 1

と 1から始めて σ1 で写していけば 1に戻りますが，それが巡回置換の意味です．� �
定理 4.10. 任意の σ ∈ Sn は巡回置換の積で表せます．� �
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Proof.
{σ0(1) = 1, σ(1), σ2(1), · · · } ⊂ {1, 2, · · · , n}

とすると
σi(1) = σj(1), 0 ≤ i < j

を満たす i, j が存在します．この性質を満たす最小の j を j0 とすると、対応する iは

i = 0となります．実際 i > 0とすると

1 = σ0(1) = σj−i(1)

において j − i < j から j の最小性に矛盾します．この j = j0 を r とすると

1, σ(1), σ2(1), σ3(1), · · · , σr−1(1)

はすべて異なる。さらに、ここに含まれない数字で最小のものを kとするとき、同じ

プロセスを繰り返すことになります．

ここで述べた証明を具体的に説明してみましょう．

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 6 9 1 2 5 4 8 7

)
を考えます．1から始めて

1
σ−→ 3

σ−→ 9
σ−→ 7

σ−→ 4
σ−→ 1

と σ で動かしていくと 1 に戻ります．さらにここに現れていない数で最小である 2

から始めて
2

σ−→ 6
σ−→ 5

σ−→ 2

と σ で動かすと 2に戻ります．今まで現れていない 8は

8
σ−→ 8

とそれ自身に写ります．このことから

σ = (1 3 9 7 4) · (2 6 5)

と σ は巡回置換の積で表せることが分かります（各 iを両辺の写像によって写すとど

うなるか調べてみましょう）．
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巡回置換は互換の積で表せます。具体的には k1, · · · , kr ∈ {1, 2 · · · , n}がお互いに
異なるとするとき

(k1 k2 · · · kr) = (k1 kr)(k1 kr−1) · · · (k1 k2) (4.22)

が成立します．実際，帰納的に

(k1 kr)(k1 k2 · · · kr−1) = (k1 k2 · · · kr−1 kr)

を用います．また k1, · · · , kr のそれぞれが (4.22) の両辺の写像で写る像がどうなる

か調べてみましょう．

このことから例えば

(1 3 9 7 4) = (1 4)(1 7)(1 9)(1 3), (2 6 5) = (2 5)(2 6)

が従います．よって

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 6 9 1 2 5 4 8 7

)
= (1 4)(1 7)(1 9)(1 3)(2 5)(2 6)

と σ が互換の積として表されます．このように 4.7が定理 4.10と公式 (4.22)によっ

て導かれます．

演習 4.19. 次の置換を巡回置換で表して，さらに互換の積で表しましょう．

(1) a =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 8 5 1 3 9 6 4 7

)

(2) a =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

5 6 2 9 7 1 4 3 8

)
次に互換の符号が −1 であることを示す定理 4.8 の別の証明を与えましょう．

i ∈ {1, · · · , n− 1}のとき互換

si = (i i+ 1) ∈ Sn

を隣接互換と呼びます．このとき

ε(τi) = −1

は反転数が 1ですから簡単に示せます．実はすべての互換は隣接互換を用いて具体的

に表すことができます．例えば

(3 4)(4 5)(5 6)(4 5)(3 4) = (3 6)
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が成立します．これは各 iの両辺による像を計算すれば示すことができます．また

(3, 4, 5, 6) 7→ (4, 3, 5, 6) 7→ (4, 5, 3, 6) 7→ (4, 5, 6, 3) 7→ (4, 6, 5, 3) 7→ (6, 4, 5, 3)

と隣どうし交換していって 3と 6を交換することに対応します．一般には i < j であ

るとき

(i i+ 1)(i+ 1 i+ 2) · · · (j − 1 j)(j − 2 j − 1) · · · (i i+ 1) = (i j)

と τ = (i j)は 2(j − 1) + 1この隣接互換の積で表せます．このことから

ε(τ) = (−1)2(j−i)+1 = −1

であることが示せます．

4.3.2 行列式の定義

■列による定義 n次正方行列 A ∈ Mn(R)を考えます．Aの (i, j)成分，すなわち

i行 j 列を aij とするとき Aの行列式を

det(A) :=
∑
σ∈Sn

ε(σ) · aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n (4.23)

によって定義します．ここで Sn は n!個の要素からなる集合ですから n!項の和にな

ります．また 96ページの (4.14)によってこの定義は今までの 3次の行列式の定義と

一致します．

具体的に n = 4の場合を考えると σ =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
に対応する項は ε(σ) = −1

ですから
−a41a12a23a34

であることが分かります．

演習 4.20. この状況で次の σ に対応する項を求めましょう．

(1) σ =

(
1 2 3 4

3 1 4 2

)
(2) σ =

(
1 2 3 4

2 4 1 3

)
今後、具体的には 4 次の場合に詳しく調べていきます。そのために 4 次正方行列

A = (⃗a b⃗ c⃗ d⃗)の場合を考えると

det(⃗a b⃗ c⃗ d⃗) =
∑
σ∈S4

ε(σ) · aσ(1)bσ(2)cσ(3)dσ(4) (4.24)

と表現されることに注意しましょう．
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■行による定義・転置行列の行列式 (4.23)で与えた行列式の定義では σ ∈ Sn が与

えられたときに 1列に対して σ(1)行，2列に対して σ(2)行，3列に対して σ(3)行

という形で行を選びます．実は，行と列の役割を交換した形でも表現できます．

上で考えた σ =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
に対応する項について考えますが，その前に

σ−1 =

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)
であることに注意しましょう．(4.23)において σ に対応する

項は

ε(σ) · aσ(1)1aσ(2)2aσ(3)3aσ(4)4 = −a41a12a23a34
= −a12a23a34a41
= ε(σ−1) · a1σ−1(1)a2σ−1(2)a3σ−1(3)a4σ−1(4)

となります．ここで (4.20)で示した ε(σ) = ε(σ−1) であることを用いています．

一般には n次正方行列 A = (aij)と σ ∈ Sn に対して

ε(σ) · aσ(1)1 · aσ(2)2 · · · aσ(n)n = ε(σ−1) · a1σ−1(1) · a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)

が成立します．さらに写像

Sn −→ Sn σ 7→ σ−1

は全単射です．このことを用いると τ = σ−1 とすると

det(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ−1) · a1σ−1(1) · a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)

=
∑
τ∈Sn

ε(τ) · a1τ(1) · a2τ(2) · · · anτ(n)

となります．以上で� �
det(A) =

∑
τ∈Sn

ε(τ) · a1τ(1) · a2τ(2) · · · anτ(n) (4.25)

� �
を示しました．ここで τ =

(
1 2 3 4

3 1 4 2

)
に対して現れる項は ε(τ) = −1から

−a13a21a34a42

であることに注意しましょう．4次正方行列に対しては
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a
b
c
d

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑
σ∈S4

ε(σ) · aσ(1)bσ(2)cσ(3)dσ(4) (4.26)

� �
とも表現することができます．(4.24)と (4.26) によって∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3
a4 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 a4
b1 b2 b3 b4
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣
と転置行列の行列式が元の行列式に等しいことが分かります．より一般には A ∈
Mn(R)に対して� �

det(tA) = det(A) (4.27)� �
が成立します．実際，A = (aij) として，さらに B = tA の (i, j) 成分を bij としま

す．このとき bij = aji が成立することに注意しましょう．すると

det(tA) =
∑
σ∈Sn

ε(σ) · b1σ(1)b2σ(2) · · · bnσ(n)

=
∑
σ∈Sn

ε(σ) · aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n = det(A)

と証明できます．ここで最後に列を主とする行列式の表現 (4.23) を用いました．

■列（行）を置換したときの行列式 A = (⃗a1 · · · a⃗n) ∈ Mn(R)と τ ∈ Sn に対し

て列を並び換えた行列 (⃗aσ(1) · · · a⃗σ(n))の行列式を考えます．

det(⃗aσ(1) · · · a⃗σ(n)) =
∑
τ∈Sn

ε(τ) · aτ(1)σ(1)aτ(2)σ(2) · · · aτ(n)σ(n)

が成立します．ここで，最後の式の項

ε(τ) · aτ(1)σ(1)aτ(2)σ(2) · · · aτ(n)σ(n)

について詳しく見てみます．列を表している {σ(1), σ(2), · · · , σ(n)}は {1, 2, · · · , n}
を覆い尽くしています．そこで Aの 1列 a⃗1 のどの成分（行）が現れているか考える

と，σ(i) = 1である iに対して τ(i)行が現れています．すなわち aτ(σ−1(1))1 が現れ
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ています．同様に Aの 2列 a⃗2 のどの成分が現れているかを考えると，σ(i) = 2であ

る iに対して τ(i)行が現れていますから，aτ(σ−1(2))2 が現れています．このことから

aτ(1)σ(1)aτ(2)σ(2) · · · aτ(n)σ(n) = aτσ−1(1)1aτσ−1(2)2 · · · aτσ−1(n)n

が成立します．さらに ε(τ) = ε(τσ−1)ε(σ) であることを用いると

det(⃗aσ(1) · · · a⃗σ(n)) =
∑
τ∈Sn

ε(τσ−1)ε(σ)aτσ−1(1)1aτσ−1(2)2 · · · aτσ−1(n)n

= ε(σ)
∑
τ∈Sn

ε(τσ−1)aτσ−1(1)1aτσ−1(2)2 · · · aτσ−1(n)n

が従います．さらに ρ = τσ−1 とするとき τ ∈ Sn が Sn 全体を覆うとき ρも Sn の

すべての要素を 1回ずつ覆います．したがって

det(⃗aσ(1) · · · a⃗σ(n)) = ε(σ)
∑
ρ∈Sn

ε(ρ)aρ(1)1aρ(2)2 · · · aρ(n)n = ε(σ) det(A)

を得ます．以上で� �
(II) （列に関する交代性）

det(⃗aσ(1) · · · a⃗σ(n)) = ε(σ) · det(⃗a1 · · · a⃗n) (4.28)

特に σ ∈ Sn が互換 (i j)であるとき

det(· · · a⃗i · · · a⃗j · · · ) = −det(· · · a⃗j · · · a⃗i · · · ) (4.29)� �
が成立することを証明しました．以上は列の置換（特に交換）に関して考えました

が，行の置換（交換）についても同様の公式� �
(II)（行に関する交代性）

∣∣∣∣∣∣∣
aσ(1)

...
aσ(n)

∣∣∣∣∣∣∣ = ε(σ)

∣∣∣∣∣∣∣
a1

...
an

∣∣∣∣∣∣∣ , 特に i ̸= j のときに

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai

...
aj

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
aj

...
ai

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.30)

� �
が成立します．
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次の性質 (IV)は上の (II)にある行列式の交代性から導かれます．実際 a⃗i = a⃗j =

a⃗または ai = aj = a とすれば以下の式が得られます．� �
(IV) 異なる 2列（2行）が等しい行列の行列式は 0となります．

| · · · a⃗ · · · a⃗ · · · | = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
a
...
a
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

� �
■三角行列の行列式・正規性 4 次の上三角行列 A =


α ∗ ∗ ∗
0 β ∗ ∗
0 0 γ ∗
0 0 0 δ

 の行列式を
計算しましょう．σ ∈ S4 を任意に取ります．Aの 1 列から σ(1)行を選ぶとすると，

σ(1) = 1 の場合以外は 0 になってしまいます．以下は σ(1) = 1 とします．次に A

の 2列から σ(2)行を選びますが，σ(1) ̸= σ(2)ですから，σ(2) = 2以外に 0となら

ない選び方はありません．以下は σ(1) = 1, σ(2) = 2とします．さらに．Aの 3列

から σ(3)行を選ぶとすると，1行と 2行はすでに選ばれていますから，σ(3) = 3以

外に 0とならない選び方はありません．このとき自動的に σ(4) = 4が従います．以

上から ∣∣∣∣∣∣∣∣
α ∗ ∗ ∗
0 β ∗ ∗
0 0 γ ∗
0 0 0 δ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = αβγδ

が成立します．次に下三角行列の行列式を考えますが，これは上三角行列に関する議

論で列と行を置き換えれば，そのまま公式∣∣∣∣∣∣∣∣
α 0 0 0
∗ β 0 0
∗ ∗ γ 0
∗ ∗ ∗ δ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = αβγδ
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を示すことができます．または転置を用いて∣∣∣∣∣∣∣∣
α 0 0 0
∗ β 0 0
∗ ∗ γ 0
∗ ∗ ∗ δ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
α ∗ ∗ ∗
0 β ∗ ∗
0 0 γ ∗
0 0 0 δ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = αβγδ

と示すこともできます．以上の議論で次の公式が成立することが分かります．� �∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 ∗ · · · ∗
0 α2 · · · ∗
...

...
. . .

...
0 0 · · · αn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 0 · · · 0
∗ α2 · · · 0
...

...
. . .

...
∗ ∗ · · · αn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = α1 · · ·αn

� �
特に正規性� �

det(In) = 1 (4.31)� �
が成立します．

演習 4.21. 3.1.2節（55ページ～）の Pm(i, j), Qm(i, λ), Rm(i, j, λ)の行列式を求

めましょう．

4.3.3 列と行に関する性質

4.2節で説明しましたが 3次の行列式の基本的な性質として (I)各列（行）に関する

線型性，(II)交代性，(III)正規性がありました．これまで示していない，各列（行）

に関する線型性について議論します．ここでの議論は 3次の場合と同じものです．� �
補助定理 4.3. （列の場合） F : Rn −→ R

x⃗ 7→ F (x⃗) = a1x1 + · · ·+ anxn

は F (λx⃗+ µy⃗) = λF (x⃗) + µF (y⃗) を満たします．� �
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補助定理 4.4.（行の場合）　F : (Rn)

∗ −→ R x 7→ F (x) = a1x1+· · ·+anxn
は F (λx+ µy) = λF (x) + µF (y) を満たします．� �

この補助定理 4.3と補助定理 4.4 の証明は 3変数の場合の補助定理 4.2とまったく同

じですので省略します．� �
(I) 行と列に関する線型性　行列式の各列，各行に関して線型性が成立します．

すなわち，j 列の（i行の）足し算とスカラー倍と行列式の操作は交換します．

| · · · λ⃗bj + µc⃗j · · · | = λ · | · · · b⃗j · · · |+ µ · | · · · c⃗j · · · |∣∣∣∣∣∣∣∣
...

λbi + µci
...

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
...
bi
...

∣∣∣∣∣∣∣∣+ µ

∣∣∣∣∣∣∣∣
...
ci
...

∣∣∣∣∣∣∣∣� �
次の性質 (V)は性質 (I)と (IV)から得られます．� �
(V)　 i ̸= j のとき i列（i行）の λ倍を j 列（j 行）に加えても行列式の値は

変わりません．

| · · · a⃗i · · · a⃗j · · · | = | · · · a⃗i · · · a⃗j + λa⃗i · · · |,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai

...
aj

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai

...
aj + λai

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣� �
行列式の値を求めるときの具体的な計算は，この (V)と交代性 (II)などを組み合
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わせて三角行列に行基本変形していくことで行います．∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 3 4
2 0 −5 1
1 4 2 −7
2 −4 −6 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 2 −7
2 0 −5 1
0 1 3 4
2 −4 −6 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 2 −7
0 −8 −9 15
0 1 3 4
0 −12 −10 17

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 2 −7
0 1 3 4
0 −8 −9 15
0 −12 −10 17

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 2 −7
0 1 3 4
0 0 15 47
0 0 26 65

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 2 −7
0 1 3 4
0 0 15 47
0 0 0 − 247

15

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 247

と求まります．実際，最初の等号のところで 1行と 3行を交換して，次の等号におい

て 1行の (−2)倍を 2行と 4行に加えています．

演習 4.22. 次の行列式を計算しましょう．

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 13 10 6

4 10 6 3

8 12 11 7

19 35 27 16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 1 4

15 27 2 14

33 39 8 38

16 19 3 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−8 −10 7 −9
0 2 0 0

−9 −9 8 −9
1 1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4.3.4 行列の積の行列式� �

(VI) 行列の積と行列式　行列の積と行列式は交換します．すなわち，n次正方

行列 Aと B に対して

det(AB) = det(A) det(B) (4.32)

が成立します．� �
このことを証明するために次の定理 4.11を証明します．
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定理 4.11. （行列式の普遍性）Rn の n個の直積から実数の値を取る写像

F : Rn × · · · ×Rn −→ R

が次の性質 (I)と (II)を満たすとします．

(I)（多重線型性）

F (· · · , λx⃗+ µy⃗, · · · ) = λF (· · · , x⃗, · · · ) + µF (· · · , y⃗, · · · )

(II)（交代性） i ̸= j において

F (· · · , a⃗i, · · · , a⃗j , · · · ) = −F (· · · , a⃗j , · · · , a⃗i, · · · )

このとき
F (⃗a1, · · · , a⃗n) = det(⃗a1 · · · a⃗n) · F (e⃗1, · · · , e⃗n)

が成立します．� �
Proof. n = 4の場合に証明します．(II)において a⃗i = a⃗j = a⃗ とすれば

F (· · · , a⃗, · · · , a⃗, · · · ) = 0 (4.33)

が従います．F (⃗a, b⃗, c⃗, d⃗)において

a⃗ = a1e⃗1 + a2e⃗2 + a3e⃗3 + a4e⃗4

などを代入すると

F (⃗a, b⃗, c⃗, d⃗) =
∑

1≤i,j,k,ℓ≤4

aibjckdℓF (e⃗i, e⃗j , e⃗k.e⃗ℓ)

が成立します．この和は 44 項からなりますが，(4.33) によると

{i, j, k, ℓ} = {1, 2, 3, 4}

となる場合以外は 0となります．よって以下では i, j, k, ℓが互いに異なる

σ =

(
1 2 3 4
i j k ℓ

)
の場合を考えます．交代性 (II)を用いると

F (e⃗i, e⃗j , e⃗k.e⃗ℓ) = ε(σ) · F (e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4)
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が従います．このことから

F (⃗a, b⃗, c⃗, d⃗) =
∑
σ∈Sn

aσ(1)bσ(2)cσ(3)dσ(4) · ε(σ)F (e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4)

= F (e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4)
∑
σ∈Sn

ε(σ) · aσ(1)bσ(2)cσ(3)dσ(4)

= F (e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4) det(⃗a b⃗ c⃗ d⃗)

が従います．

■行列の積と行列式 A, B ∈Mn(R)とします．このとき

F : Rn × · · · ×Rn −→ R

を定義式
F (⃗bn, · · · , b⃗n) := det(Ab⃗n · · · Ab⃗n)

によって定めます．このとき

F (· · · , λx⃗+ µy⃗, · · · ) = |· · · A(λx⃗+ µy⃗) · · · | = |· · · λAx⃗+ µAy⃗ · · · |
= λ| · · · Ax⃗ · · · |+ µ| · · · Ay⃗ · · · |
= λ · F (· · · , x⃗, · · · ) + µ · F (· · · , y⃗, · · · )

と行列式の普遍性の (I)が成立します．また i < j のとき

F (· · · , b⃗i, · · · , b⃗j , · · · ) =
∣∣∣· · · Ab⃗i · · · Ab⃗j · · · ∣∣∣ = − ∣∣∣· · · Ab⃗j · · · Ab⃗i · · · ∣∣∣

= −F (· · · , b⃗j , · · · , b⃗i. · · · )

から行列式の普遍性の (II)も成立します．このことから定理 4.11を用いると

F (⃗b1, · · · , b⃗n) = F (e⃗1, · · · , e⃗n) · det(⃗b1 · · · b⃗n)

から ∣∣∣Ab⃗1 · · · Ab⃗n∣∣∣ = |⃗a1 · · · a⃗n| · ∣∣∣⃗b1 · · · b⃗n∣∣∣ , すなわち |AB| = |A| · |B|

が従います．まとめると次の定理 4.12を示しました．� �
定理 4.12. A,B ∈Mn(R

n)に対して

det(AB) = det(A) · det(B) (4.34)

が成立します．� �
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■行列式の普遍性の応用 A ∈Mn(R)と B ∈Mm(R)，C ∈Mn,m(R)に対して� �
det

(
A C

Om,n B

)
= det(A) · det(B) (4.35)� �

を証明しましょう．そのために

F : Rn × · · · ×Rn −→ R

を

F (⃗a1, · · · , a⃗n) := det

(
a⃗1 · · · a⃗n C

Om,n B

)
によって定義すると，定理 4.11の普遍性 (I)と (II)を満たします．よって

det

(
a⃗1 · · · a⃗n C

Om,n B

)
= det(⃗a1 · · · a⃗n) · det

(
e⃗1 · · · e⃗n C

Om,n B

)
= det(A) · det

(
In C
Om,n B

)
が従います．

さらに 1 ≤ i ≤ nを満たす i列

(
e⃗i

0⃗

)
を用いて列基本変形をすると

det

(
In C
Om,n B

)
= det

(
In On,m

Om,n B

)
となります．ここで

G : Rm × · · · ×Rm −→ R

を

G(⃗b1, · · · , b⃗m) := det

(
In On,m

Om,n b⃗1 · · · b⃗m

)
によって定義すると Gは定理 4.11の普遍性 (I)と (II)を満たします．よって

det

(
In On,m

Om,n b⃗1 · · · b⃗m

)
= det

(
In On,m

Om,n e⃗1 · · · e⃗m

)
· det(⃗b1 · · · b⃗m)

= det

(
In On,m

Om,n Im

)
· det(B)

= det(In+m) · det(B) = det(B)
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となります．以上から (4.35)が証明されました．

特に B ∈Mn−1(R)に対して� �
det


1 ∗ · · · ∗
0
...
0

B

 = det(B) (4.36)

� �
が成立します．この (4.36)は，余因子展開，クラメールの公式を示すために用いる基

本的な公式です．

以上と同様に A ∈Mn(R)と B ∈Mm(R)，C ∈Mm.n(R)に対して� �
det

(
A On,m

C B

)
= det(A) · det(B) (4.37)� �

が成立します．このことから B ∈Mn−1(R)に対して� �
det

 1 0 · · · 0

∗
...

B

 = det(B) (4.38)

� �
が成立します．

4.3.5 余因子展開

n 次正方行列 A ∈ Mn(R) を A = (aij) と成分表示します．i 行 j 列を除いた

(n− 1)次正方行列 Aij を用いて Aの (i, j)余因子 (cofactor)を

Ãij = (−1)i+j det(Aij)

と定義します．例えば

A =


a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3
a4 b4 c4 d4

 (4.39)



4.3 n次の行列式 121

に対して

A23 =

a1 b1 d1
a3 b3 d3
a4 b4 d4

 , A14 =

a2 b2 c2
a3 b3 c3
a4 b4 c4


となります．(4.39)の Aに対する展開公式を考えてみます．

det(A) = a1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b1 c1 d1
0 b2 c2 d2
0 b3 c3 d3
0 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣+ a2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 b1 c1 d1
1 b2 c2 d2
0 b3 c3 d3
0 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣
+a3

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 b1 c1 d1
0 b2 c2 d2
1 b3 c3 d3
0 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣+ a4

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 b1 c1 d1
0 b2 c2 d2
0 b3 c3 d3
1 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b1 c1 d1
0 b2 c2 d2
0 b3 c3 d3
0 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b2 c2 d2
0 b1 c1 d1
0 b3 c3 d3
0 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣
+a3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b3 c3 d3
0 b1 c1 d1
0 b2 c2 d2
0 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣− a4

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b4 c4 d4
0 b1 c1 d1
0 b2 c2 d2
0 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣
が従います．さらに公式 (4.38)を用いると

det(A) = a1

∣∣∣∣∣∣
b2 c2 d2
b3 c3 d3
b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣∣∣
b1 c1 d1
b3 c3 d3
b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣∣∣
b1 c1 d1
b2 c2 d2
b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣− a4

∣∣∣∣∣∣
b1 c1 d1
b2 c2 d2
b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣
= a1 det(A11)− a2 det(A21) + a2 det(A31)− a4 det(A41)

= a1Ã11 + a2Ã21 + a3Ã31 + a4Ã41

が従います．ここで∣∣∣∣∣∣∣∣
0 b1 c1 d1
0 b2 c2 d2
1 b3 c3 d3
0 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 b1 c1 d1
1 b3 c3 d3
0 b2 c2 d2
0 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b3 c3 d3
0 b1 c1 d1
0 b2 c2 d2
0 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣
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と行の交換を繰り返していることに注意しましょう．一般には n次の行列式において∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

...
aj−1

aj

aj+1

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aj

a1

...
aj−1

aj+1

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
が成立することに注意しましょう．また途中で公式 (4.36) を用いて 4次の行列式を

3次の行列式にしています．
次に 2列の展開を試みましょう．

det(A) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a1 c1 d1
b2 a2 c2 d2
b3 a3 c3 d3
b4 a4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −b1

∣∣∣∣∣∣
a2 c2 d2
a3 c3 d3
a4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣+ b2

∣∣∣∣∣∣
a1 c1 d1
a3 c3 d3
a4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣− b3

∣∣∣∣∣∣
a1 c1 d1
a2 c2 d2
a4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣+ b4

∣∣∣∣∣∣
a1 c1 d1
a2 c2 d2
a3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣
= −b1 det(A12) + b2 det(A22)− b3 det(A32) + b4 det(A42)

= b1Ã12 + b2Ã22 + b3Ã32 + b4Ã42

となります．さらに 3列と 4列については

det(A) = c1 det(A13)− c2 det(A23) + c3 det(A33)− c4 det(A43) (4.40)

= c1Ã13 + c2Ã23 + c3Ã33 + b4Ã43 (4.41)

det(A) = −d1 det(A14) + d2 det(A24)− d3 det(A34) + d4 det(A44) (4.42)

= d1Ã14 + d2Ã24 + d3Ã34 + d4Ã44 (4.43)

が成立します．

演習 4.23. 上で与えた 3列と 4列の展開を証明しましょう．ここで∣∣∣⃗a b⃗ c⃗ d⃗
∣∣∣ = ∣∣∣⃗c a⃗ b⃗ d⃗

∣∣∣ = − ∣∣∣d⃗ a⃗ b⃗ c⃗
∣∣∣ (4.44)

が成立することを示しましょう．

一般には次の定理 4.13で説明する j 列に関する余因子展開が成立します．
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定理 4.13. A = (aij) ∈Mn(R)に対して j 列に関する余因子展開

det(A) = (−1)1+ja1j det(A1j) + · · ·+ (−1)n+janj det(Anj)

= a1jÃ1j + a2jÃ2j + · · ·+ aijÃij + · · ·+ anjÃnj =

n∑
i=1

aijÃij

が成立します．� �
これまで列に関する余因子展開について説明してきました．次に行に関する余因子展

開を説明します．� �
定理 4.14. A = (aij) ∈Mn(R)に対して i行に関する余因子展開

det(A) = (−1)i+1ai1 det(Ai1) + · · ·+ (−1)i+nain det(Ain)

= ai1Ãi1 + ai2Ãi2 + · · ·+ aijÃij + · · ·+ ainÃin =
n∑

j=1

aijÃij

が成立します．� �
Proof.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

...
ai

...
an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

...∑n
j=1 aijej

...
an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i=1

aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

...
ej

...
an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i=1

(−1)i−1aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ej

a1

...
ai−1

ai+1

...
an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
となります．ここで最左辺の和の中にある行列式において j 列を隣接する列の交換を
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繰り返して 1列に移動させます．すなわち∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ej
a1

...
ai−1

ai+1

...
an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0 1 0 · · · 0
a11 · · · a1j−1 a1j a1j+1 · · · a1n
... · · ·

...
...

... · · ·
...

ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 · · · ai+1,n

... · · ·
...

...
... · · ·

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0 0 · · · 0
a1j a11 · · · a1j−1 a1j+1 · · · a1n
...

... · · ·
...

... · · ·
...

ai−1,j ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,j ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
... · · ·

...
... · · ·

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 · · · 0

∗
...
∗

Aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)j−1 det(Aij)

から

det(A) =

n∑
j=1

aij(−1)i−1+j−1 det(Aij) =

n∑
j=1

aijÃij

が従います（上で ai,j と行番号と列番号を区別するために間にカンマを入れていま

す）．

4.3.6 クラメールの公式・行列の正則性と行列式

n次正方行列 A ∈Mn(R)に対して，Ãを i行 j 列が (j, i)余因子 Ãji である n次

正方行列を表し，余因子行列と呼びます．Aの余因子行列を adj(A)と表すこともあ

ります．このとき次の定理 4.15が成立します．� �
定理 4.15.

ÃA = AÃ = det(A) · In� �
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定理 4.15を n = 4の場合に証明します．A = (aij) ∈M4(R)を，簡単のため

A =


a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3
a4 b4 c4 d4


と記します．ここで 1列を 3列と同じにした行列の行列式を 1行の余因子展開によっ

て計算すると

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 b1 c1 d1
c2 b2 c2 d2
c3 b3 c3 d3
c4 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= c1

∣∣∣∣∣∣
b2 c2 d2
b3 c3 d3
b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣− c2
∣∣∣∣∣∣
b1 c1 d1
b3 c3 d3
b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣+ c3

∣∣∣∣∣∣
b1 c1 d1
b2 c2 d2
b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣− c4
∣∣∣∣∣∣
b1 c1 d1
b2 c2 d2
b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣
= c1Ã11 + c2Ã21 + c3Ã31 + c4Ã41

となります．ここで余因子 Ã∗1 は元の行列 Aの余因子であることに注意しましょう．

さらに A = (aij)として，得られた式を表すと

a13Ã11 + a23Ã21 + a33Ã31 + a43Ã41 = 0

すなわち
4∑

i=1

ai3Ãi1 = 0

となります．一般的には

4∑
i=1

aijÃik =

{
det(A) (j = k)

0 (j ̸= k)

が成立します．これを行ベクトルと列ベクトルの積として

(
Ã1k Ã2k Ã3k Ã4k

)
a1j
a2j
a3j
a4j

 =

{
det(A) (j = k)

0 (j ̸= k)
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と表現できます．さらに，左側の行ベクトルと右側の列ベクトルを動かすと
Ã11 Ã21 Ã31 Ã41

Ã12 Ã22 Ã32 Ã42

Ã13 Ã23 Ã33 Ã43

Ã14 Ã24 Ã34 Ã44



a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44



=


det(A) 0 0 0

0 det(A) 0 0
0 0 det(A) 0
0 0 0 det(A)


となります．以上で ÃA = det(A) · I4 を証明しました．
さらに A · Ã = det(A) · I4 を証明しましょう．A = (aij) ∈M4(R)を

A =


a1 a2 a3 a4
b1 b2 b3 b4
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4


と表します．このとき 2 行を 4 行と同じにした行列の行列式を 2 行の余因子展開を

用いて計算すると

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 a4
d1 d2 d3 d4
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −d1

∣∣∣∣∣∣
a2 a3 a4
c2 c3 c4
d2 d3 d4

∣∣∣∣∣∣+ d2

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a4
c1 c3 c4
d1 d3 d4

∣∣∣∣∣∣− d3
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a4
c1 c2 c4
d1 d2 d4

∣∣∣∣∣∣+ d4

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
c1 c2 c3
d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣
= d1Ã21 + d2Ã22 + d3Ã23 + d4Ã24

となります．これを A = (aij)の表現に戻すと

a41Ã21 + a42Ã22 + a43Ã23 + a44Ã24 = 0

となります．一般には

4∑
j=1

aijÃkj =

{
det(A) (i = k)

0 (i ̸= k)
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すなわち

(
ai1 ai2 ai3 ai4

)
Ãk1

Ãk2

Ãk3

Ãk4

 =

{
det(A) (i = k)

0 (i ̸= k)

が成立します．これから A · Ã = det(A) · I4 が従います．以上で定理 4.15を証明し

ました．

（定理 4.15の証明終わり）

定理 4.15から det(A) ̸= 0であるとき Aは正則となり，

A−1 =
1

det(A)
Ã

が成立します．この公式をクラメールの公式と呼びます．

演習 4.24. 次の行列の逆行列をクラメールの公式で求めましょう．

(1)

3 −1 2

1 0 3

4 0 2

 (2)

2 1 2

0 1 −1
2 3 −1


逆に n次正方行列 A ∈Mn(R)が正則のとき

1 = det(In) = det(A ·A−1) = det(A) · det(A−1)

から det(A) ̸= 0が従います．

さらに n次正方行列 Aの正則性の判定に関して次の定理 4.16が成立します．� �
定理 4.16. （正則性の特徴付け）　 A ∈ Mn(R)に対して次の条件はすべて同

値です．

(i) rank(A) = n

(ii) Aは正則行列

(iii) Av⃗ = 0⃗⇒ v⃗ = 0⃗
(
⇔ ker(A) = {⃗0}

)
(iv) det(A) ̸= 0� �

Proof. (ii)と (iv)が必要十分であることは，すでに上で示しました．また

(i)⇔ (ii)⇔ (iii)
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は定理 3.8（75ページ）で証明しました．

演習 4.25. 行列

 2 −λ− 1 2− λ
1 −2− λ −1

4− λ −2− λ 4− λ

 が正則でないための必要十分条件を λ

について求めましょう．

演習 4.26. 行列

a 1 1

1 a 1

1 1 a

 の階数を aについて場合分けをして求めましょう．

■連立 1次方程式のクラメールの公式 n次正方行列 A ∈Mn(R)と b⃗ ∈ Rn が定め

る連立 1次方程式
Ax⃗ = b⃗ (4.45)

を行列式を用いて解くことを考えましょう．すでに n = 2の場合は 80ページにおい

て，n = 3の場合は定理 4.5（94ページ）で扱いました．

以下では
det(A) ̸= 0 (4.46)

を仮定しましょう．このとき Aには逆行列が存在して，連立 1次方程式 (4.45)には

一意的な解 x⃗ = A−1⃗bが存在します．この解を具体的に行列式を用いて表現します．

行列式 det(A)の j 列 a⃗j を b⃗ で置き換えた行列式を ∆j とします．すると

b⃗ = Ax⃗ = x1a⃗1 + · · ·+ xj a⃗j + · · ·+ xna⃗n

から

∆j =
∣∣∣⃗a1 · · · a⃗j−1 b⃗ a⃗j+1 · · · a⃗n

∣∣∣
=
∣∣⃗a1 · · · a⃗j−1 x1a⃗1 + · · ·+ xj a⃗j + · · ·+ xna⃗n a⃗j+1 · · · a⃗n

∣∣
= xj

∣∣⃗a1 · · · a⃗j−1 a⃗j a⃗j+1 · · · a⃗n
∣∣ = xj · |A|

から

xj =
∆j

|A|
(j = 1, · · · , n)

が導かれます．

演習 4.27. 次の連立 1次方程式を解きましょう．


3 1 1 1

2 −1 2 −1
2 0 3 1

1 0 2 1



x

y

z

w

 =


0

4

1

3


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部分空間とその次元

5.1 部分空間

5.1.1 具体例と定義

部分空間については 20ページの 1.7 節で 2次元の場合について説明しました．一

般的な定義を説明する前に，まず具体例を紹介します．

例 5.1. 3次元空間R3 の部分集合を

V1 =


 x

y
z

 ∈ R3; x+ y + z = 0


と定義します．この V1 に対して，原点を通りベクトル a⃗ = t(1 1 1)に垂直な平面を

イメージします．このとき

v⃗1 =

 x1
y1
z1

 , v⃗2 =

 x2
y2
z2

 ∈ V1
とすると，λ, µ ∈ R に対して

λv⃗1 + µv⃗2 ∈ V1

が成立します．実際

λv⃗1 + µv⃗2 =

 λx1 + µx2
λy1 + µy2
λx1 + µx2


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から

(λx1 + µx2) + (λy1 + µy2) + (λx1 + µx2) = λ(x1 + y1 + z1) + µ(x2 + y2 + z2) = 0

が成立します．ここでの計算は V1 = {x⃗ ∈ R3; (x⃗, a⃗) = 0} と考えると演習 1.18で

示したことに他なりません．

例 5.2. 3次元空間R3 の部分集合を

V2 =

s ·
 1

1
1

 ; s ∈ R


と定めます．このとき a⃗1 = s1 ·

 1

1

1

 , a⃗2 = s2 ·

 1

1

1

 ∈ V2 とするとき，

λ, µ ∈ R に対して
λ · a⃗1 + µ · a⃗2 ∈ V2

が成立します．

例 5.3. 4次正方行列

A =


0 1 −2 3
1 1 −3 6
4 −2 0 4
2 −1 0 2

 (5.1)

に対して，R4 の中に 64ページで考えた Aの核（解空間）

V3 = ker(A) =
{
v⃗ ∈ R4; Av⃗ = 0⃗

}
を考えます．このとき

v⃗1, v⃗2 ∈ V3, λ, µ ∈ R ⇒ λv⃗1 + µv⃗2 ∈ V3

が成立します．実際 A(λv⃗1 + µv⃗2) = λAv⃗1 + µAv⃗2 = 0⃗ から分かります．さらに

V4 =
{
Aw⃗; w⃗ ∈ R4

}
と定めます．このとき

λ, µ ∈ R, v⃗1 = Aw⃗1, v⃗2 = Aw⃗2 ∈ Im(A)⇒ λv⃗1 + µv⃗2 ∈ V4
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が成立します．実際

λv⃗1 + µv⃗2 = λAw⃗1 + µAw⃗2 = A(λw⃗1 + µw⃗2)

から，このことは従います．

以上の例を念頭に次の定義 5.1を与えます．� �
定義 5.1. （部分空間）Rn の部分集合 V が任意の λ, µ ∈ R と v⃗1, v⃗2 ∈ V に
対して

λv⃗1 + µv⃗2 ∈ V

が成立するとき部分空間と呼びます．� �
例 5.3の V3 および V4 に相当する部分空間の例を一般化しましょう．m × n行列

A ∈Mm,n(R) を考えます．このとき (2.2)（32 ページ）で考えたように，写像

ΦA : Rn −→ Rm x⃗ 7→ A · x⃗

が定まります．このとき
Im(A) = {Ax⃗; x⃗ ∈ Rn}

を，A の像 (image) と呼びます．さらに

ker(A) = {x⃗ ∈ Rn; Ax⃗ = 0⃗}

を，A の核 (kernel)または解空間 と呼びます．Im(A) は ΦA の値域である Rm の

部分空間，ker(A)は ΦA の定義域であるRn の部分空間となります．

部分空間を定義するには行列の核または像として表現するのが基本的な方法です．

核として表すのは，部分空間に属するベクトルを斉次の連立 1 次方程式によって条

件付けることに相当します．また A = (⃗a1 · · · a⃗k)の像 Im(A)として表すのは，部

分空間に中のベクトルを a⃗1, · · · , a⃗k のスカラー倍の和として表現することになり
ます．

演習 5.1. V とW をRn の部分空間とします．このとき V ∩W と

V +W := {v⃗ + w⃗; v⃗ ∈ V, w⃗ ∈W}

V ⊥ = {x⃗ ∈ Rn; (x⃗, v⃗) = 0 (すべてのv⃗ ∈ V )}

がRn の部分空間であることを示しましょう（V ⊥ を V の直交補空間と呼びます）．
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5.1.2 部分空間の生成・線型独立

さらに議論を深めるために，次の定義 5.2を与えます．� �
定義 5.2. （部分空間の生成）(i) ベクトル x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k ∈ Rn があるとしま

す．w⃗ が c1, · · · , ck ∈ Rを用いて

w⃗ = c1x⃗1 + c2x⃗2 + · · ·+ ckx⃗k (5.2)

と書けるとき x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k の線型結合であるといいます．
(ii) Rn の部分空間 V の任意のベクトルが x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k ∈ V の線型結合で
あるとき，すなわち

V = {w⃗ = c1x⃗1 + c2x⃗2 + · · ·+ ckx⃗k; cj ∈ R (j = 1, · · · , k)}

であるとき，V は x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k で張られる，あるいは生成されるといいま
す．このとき V = Rx⃗1 + · · ·+Rx⃗k または V = L(x⃗1, · · · , x⃗k) と記します．� �
定義 5.2の (5.2)において X = (x⃗1 · · · x⃗k)と定義すると

w⃗がx⃗1, · · · , x⃗kの線型結合である⇔ あるc⃗ ∈ Rkに対してw⃗ = Xc⃗

⇔ w⃗ ∈ Im(X)⇔ rank(X) = rank(X|w⃗)

が成立することに注意しましょう．

x⃗1 =

1
1
5

 , x⃗2 =

 2
−7
−5

 , x⃗3 =

 1
−2
0

 , w⃗ =

 2
−4
−1


とすると

(x⃗1 x⃗2 x⃗3|w⃗)→ · · · →

 1 0 1
3 0

0 1 1
3 0

0 0 0 1


と行基本変形されますから w⃗は x⃗1, x⃗2, x⃗3 の線型結合にはなりません．

演習 5.2. w⃗ =

2

0

c

 が x⃗1 =

 4

3

−1

 , x⃗2 =

6

6

8

 の線型結合となる必要十分条件
を求めましょう．
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例 5.1の V1 において，v⃗ = t(x y z) ∈ V1 とすると，x+ y + z = 0が成立します

から

v⃗ =

 −y − zy
z

 = y

 −11
0

+ z

 −10
1

 (5.3)

と V1 が v⃗1 = t(−1 1 0)と v⃗2 = t(−1 0 1)で生成されます．さらに任意の v⃗ ∈ V1 に
対して

v⃗ = yv⃗1 + zv⃗2 = y′v⃗1 + z′v⃗2

と 2通りに表示されたとすると −y − zy
z

 =

 −y′ − z′y′

z′


から y = y′ と z = z′ が従います．このように V1 のベクトルは v⃗1 と v⃗2 の線型結合

として一意的に表示されます（このことをもって v⃗1 と v⃗2 が V1 の基底であるといい

ます）．

この例を念頭において，次の定義 5.3を与えます．� �
定義 5.3. （線型独立，線型従属）

(i) ベクトル x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k ∈ Rn が線型独立（1次独立）であるとは，

c1x⃗1 + · · ·+ ckx⃗k = 0⃗⇒ c1 = c2 = · · · = ck = 0

が成立するときです．

(ii) ベクトル x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k ∈ Rn が線型従属であるとは，線型独立でないと

き，すなわち
c1x⃗1 + c2x⃗2 + · · ·+ ckx⃗k = 0⃗

を満たす c1, c2, · · · , ck ∈ R が存在して，ある j に対して cj ̸= 0 が成立すると

きです．このとき x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k には，非自明な線型関係があるといいます．� �
(5.3)にある v⃗1 = t(−1 1 0) と v⃗2 = t(−1 0 1)は線型独立です．実際

c1

−11
0

+ c2

−10
1

 =

 ∗c1
c2

 = 0⃗

から c1 = c2 = 0が従います．
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上の定義 5.3において k = 2とします．すなわち 2本のベクトル x⃗1, x⃗2 ∈ Rn を

考えます。14ページで考えたベクトルの平行の定義を思い出すと

x⃗1, x⃗2が線型独立⇔ x⃗1 ∦ x⃗2

であることが分かります。また k = 1のときは

x⃗1が線型独立⇔ x⃗1 ̸= 0⃗

となります（演習 5.3参照）。

演習 5.3. x⃗ ∈ Rn が x⃗ ̸= 0⃗を満たすとします．このとき x⃗が線型独立であることを

示しましょう．

上の定義 5.3において X = (x⃗1 · · · x⃗k) と n× k 行列を定めるとき

Xc⃗ = c1x⃗1 + · · ·+ ckx⃗k

から

x⃗1, · · · , x⃗kは線型独立⇔
(
Xc⃗ = 0⃗⇒ c⃗ = 0⃗

)
⇔ rank(X) = k

x⃗1, · · · , x⃗kは線型従属⇔
(
あるc⃗ ∈ Rkに対して Xc⃗ = 0⃗かつc⃗ ̸= 0⃗

)
⇔ rank(X) < k

が成立することに注意しましょう．ここで行列 X の階数に関して 74 ページの定理

3.7を用いました．

さらに n < k のとき rank(X) < k が必ず成立しますから

x⃗1, · · · , x⃗k

は線型従属となることに注意しましょう（定理 5.3で同じことを取り上げます）．

上で述べた，生成，線型独立性の概念を深めるために，さらに実例を考えます．(5.3)

の行列 Aに対して，その核 ker(A) について考えます．v⃗ = t(v1 v2 v3 v4) ∈ ker(A)

とすると，Av⃗ = 0⃗がその条件です．この連立 1次方程式は行列 Aが

A = (⃗a1 a⃗2 a⃗3 a⃗4) −→ · · · −→ B =
(⃗
b1 b⃗2 b⃗3 b⃗4

)
=


1 0 −1 0
0 1 −2 0
0 0 0 1
0 0 0 0


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と行基本変形されることから v1 −v3 = 0
v2 −2v3 = 0

v4 = 0

と必要十分です．ここでピボットのない変数 v3 に関して v3 = α とすると
t(v1 v2 v3 v4) = (α 2α α 0) となります．このことから v⃗ ∈ ker(A)とすると

v⃗ = α


1
2
1
0


と t(1 2 1 0)で生成されます．

次に Im(A)について考えます．v⃗ = Aw⃗ ∈ Im(A)で w⃗ = t(w1 w2 w3 w4)のとき

v⃗ = w1a⃗1 + w2a⃗2 + w3a⃗3 + w4a⃗4

と Aの列ベクトル 4本で張られていることが分かります．実は，次のように考える

と，Im(A)を生成するのに 3本で十分であることが分かります．Aの行基本変形の

計算から，有限個の基本行列 P1, P2, · · · , Pℓ が存在して

PℓPℓ−1 · · ·P1A = B

が成立します．ここで，P = PℓPℓ−1 · · ·P1 と置くと，

P a⃗j = b⃗j (j = 1, 2, 3, 4)

となります．ここで B の具体的な形から

b⃗3 = −b⃗1 − 2⃗b2

であることが分かります．この式に P の正則性を考慮して P−1 を掛けると，

a⃗3 = −a⃗1 − 2a⃗2

を得ます．したがって Im(A) の元 v⃗ =
∑4

i=1 wia⃗i は

v⃗ = w1a⃗1 + w2a⃗2 + w3a⃗3 + w4a⃗4

= w1a⃗1 + w2a⃗2 + w3(−a⃗1 − 2a⃗2) + w4a⃗4

= (w1 − w3)⃗a1 + (w2 − 2w3)⃗a2 + w4a⃗4
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と，a⃗1, a⃗2, a⃗4 と 3本のベクトルで張られます．他方，⃗b1, b⃗2, b⃗4 が線型独立である

ことが次のように示されます．

c1a⃗1 + c2a⃗2 + c4a⃗4 = 0⃗

を仮定すると，この式に P を掛けて

c1⃗b1 + c2⃗b2 + c4⃗b4 = 0⃗

から c1 = c2 = c3 = 0 が導かれます．よって，a⃗1, a⃗2, a⃗4 は線型独立です（演習 5.4

参照）．

まとめると，

(i) Im(A) は，a1, a2, a4 で張られ，

(ii) a1, a2, a4 は線型独立である

ことが示されました．このとき a⃗1, a⃗2, a⃗4 は線型部分空間 Im(A) の基底であるとい

います．

基底については，節を改めた 5.1.3節でさらに詳しく解説します．

演習 5.4. x⃗1, · · · , x⃗k ∈ Rn とします．P ∈Mn(R)が正則であるとき

x⃗1, · · · , x⃗kが線型独立⇒ Px⃗1, · · · , P x⃗kが線型独立

を示しましょう．

演習 5.5. x⃗1, · · · , x⃗k ∈ Rn が線型独立であるとします．また Q ∈Mk(R)が正則で

あるとします．このとき

(x⃗1 · · · x⃗k)Q = (y⃗1 · · · y⃗k)

とすると y⃗1, · · · , y⃗k ∈ Rn が線型独立であることを示しましょう．

演習 5.6. x⃗1, · · · , x⃗k ∈ Rn が線型独立であるとします．このとき x⃗1, x⃗1 +

x⃗2, · · · , x⃗1 + x⃗2 + · · ·+ x⃗k ∈ Rn が線型独立であることを示しましょう．

演習 5.7. A =

 1 0 2

−1 3 1

2 −4 0

 のとき
ab
c

 ∈ Im(A) であるための a, b, c に関す

る条件を求めましょう．
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演習 5.8. A =


1 1 1

2 4 3

3 1 2

1 3 2

 に対して v⃗ ∈ Im(A)となる条件を行列によってBv⃗ = 0⃗

と表しましょう．

演習 5.9. 次のベクトルの組み合わせが，線型独立か線型従属か判定しましょう．

(1)

 1

−1
2

,

2

3

1

,

7

3

8

 (2)

 1

3

−2

,

 2

−2
3

,

2

1

7


5.1.3 部分空間の基底・次元

5.1.2節で基底に関して具体例を用いて説明しました．復習すると (5.1)で与えた 4

次正方行列

A =


0 1 −2 3
1 1 −3 6
4 −2 0 4
2 −1 0 2

 = (⃗a1 a⃗2 a⃗3 a⃗4)

に関して (i) Im(A)は a⃗1, a⃗2, a⃗4 で生成され，(ii) a⃗1, a⃗2, a⃗4 は線型独立です．

この例を念頭において次の定義 5.4を与えます．� �
定義 5.4. V を Rn の線型部分空間とします．このとき v⃗1, · · · , v⃗ℓ が V の基底

であるとは
v⃗1, · · · , v⃗ℓは V を生成して，

v⃗1, · · · , v⃗ℓは線型独立である

ときです．� �
この定義 5.4 で与えた基底をなすベクトルの本数は V について一定であることを

示します．具体的には次の定理 5.1が成立します．
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定理 5.1. V をRn の部分空間とします．V の基底が 2組

v⃗1, · · · , v⃗ℓ と w⃗1, · · · , w⃗k

あるとします．このとき ℓ = k が成立します．この ℓ = k を V の次元といい

dim(V )と記します．� �
Proof. v⃗j ∈ V ですから，基底 w⃗1, · · · , w⃗k の線型結合で

v⃗j = (w⃗1 · · · w⃗k)

b1j...
bnj


と表せます．この列ベクトルの等式を j について束ねると

(v⃗1 · · · v⃗j · · · v⃗ℓ) = (w⃗1 · · · w⃗k)

b11 · · · b1j · · · b1ℓ
...

...
...

bk1 · · · bkj · · · bkℓ


が成立します．このとき右辺に現れる k × ℓ行列を B とします．ここで k < ℓとす

ると Bc⃗ = 0⃗を満たす c⃗ ̸= 0⃗が存在します（定理 3.7の (iii) ）．すると

(v⃗1 · · · v⃗j · · · v⃗ℓ)c⃗ = (w⃗1 · · · w⃗k)Bc⃗ = (w⃗1 · · · w⃗k )⃗0 = 0⃗

となります．c⃗ ̸= 0⃗であることから v⃗1, · · · , v⃗ℓ が線型従属となって基底であることに
反します．よって k ≥ ℓであることが分かります．
逆に w⃗i を v⃗1, · · · , v⃗ℓ で表すと k ≤ ℓも示せます．以上で k = ℓであることを証明

しました．

ここで述べた定理 5.1の論法を用いると次の定理 5.2の (i)を導くことができます．

(ii) は (i)の対偶に他なりません．� �
定理 5.2. Rn の部分空間 V が ℓ次元であるとします．

(i) k > ℓ のとき v⃗1, · · · , v⃗k ∈ V は線型従属です．
(ii) v⃗1, · · · , v⃗k ∈ V が線型独立ならば k ≤ ℓとなります．� �
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n 次元空間 Rn の次元は n ですから，定理 5.2 の (ii) から次の定理 5.3 が従いま

す．（斉次の連立 1 次方程式の非自明解の存在に関する定理 3.7 の (iii) を翻訳して

も次の定理 5.3となります．）� �
定理 5.3. （n次元空間に許容される線型独立なベクトルの本数）ℓ > nとしま

す．Rn 中の ℓ本のベクトル
v⃗1, · · · , v⃗ℓ

は線型従属となります．� �
演習 5.10. 次の行列 Aに対して ker(A)と Im(A)の基底を求めましょう．

(1)

1 2 6

2 3 5

5 7 9

 (2)

1 −2 −3 5

3 1 −7 6

2 10 −2 −8


行基本変形を用いて列ベクトルの間の線型関係を調べることができることを学びま

した．このことの応用として，2つの部分空間 V とW の交わり V ∩W の基底を求め
ることを考えましょう．具体的には次の式の中の行列 Aと B に対して V = Im(A)，

W = Im(B)を考えます．このとき行基本変形

(A|B) =


1 2 3 2 1 2
1 3 4 3 2 6
0 3 3 2 2 8
−1 −1 −2 −3 −2 −6

→ · · · →


1 0 1 0 −1 −6
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 4
0 0 0 0 0 0


を考えます．この計算から

By⃗ ∈ Im(A)⇔ y1 + y2 + 4y3 = 0

が従います．他方，行基本変形

B → · · · →


0 −1 −6
0 0 0
1 1 4
0 0 0

→ · · · →


1 0 −2
0 1 6
0 0 0
0 0 0


からBの列ベクトルの線型関係 b⃗3 = −2⃗b1+6⃗b2 が従います．以上からBy⃗ ∈ Im(A)

のとき

By⃗ = (−y2 − 4y3)⃗b1 + y2⃗b2 + y3(−2⃗b1 + 6⃗b2) = (−y2 − 6y3)(⃗b1 − b⃗2) (5.4)
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となりますから，V ∩W の基底は b⃗1 − b⃗2 = t(1 0 0 − 1) となります．上の計算か

ら，V = Im(A)の基底として a⃗1, a⃗2, W = Im(B)の基底として b⃗1, b⃗2, V +W の基

底として a⃗1, a⃗2, b⃗1 を取ることができることも分かります．146ページの (5.9)で，

dim(V +W ), dimV , dimW , dim(V ∩W )の関係について調べます．

演習 5.11. 上の A と B について考えます．v⃗ = t(x y z w) ∈ R4 に対して

v⃗ ∈ Im(A) である条件をある行列 C を用いて Cv⃗ = 0⃗ と表しましょう．同様に

v⃗ ∈ Im(B) の条件を行列 D を用いて Dv⃗ = 0⃗ と表わしましょう．このことから

Im(A) ∩ Im(B)の基底を求めましょう．v⃗ ∈ Im(A) ∩ Im(B)であるとき Cv⃗ = 0⃗か

つ Dv⃗ = 0⃗が成立します．

m× n行列 Aの像 Im(A)の基底を求める別の方法を説明します．まずそのために

次の定理 5.4から始めます．� �
定理 5.4. m× n行列 Aがあるとします．P がm次の正則行列であり，Qが n

次の正則行列であるとき

Im(A) = Im(AQ), ker(A) = ker(PA)

が成立します．� �
Proof. w⃗ ∈ Im(A) とすると，ある x⃗ ∈ Rn に対して w⃗ = Aw⃗ が成立します．この

とき
w⃗ = AQ · (Q−1x⃗) ∈ Im(AQ)

が従います．逆に w⃗ ∈ Im(AQ) とします．このとき，ある y⃗ ∈ Rn に対して

w⃗ = AQy⃗ が成立します．これは w⃗ = A(Qy⃗)と考えると w⃗ ∈ Im(A)が従います．

核 ker(A) に関しては x⃗ ∈ Rn に対して

Ax⃗ = 0⃗⇔ PAx⃗ = 0⃗

が P の正則性から従うので明らかです．

行列 A =

 1 4 7

3 1 1

−1 7 13

 に対して Im(A)を考えます．列基本変形を用いますが，
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計算上なれているので tAを行基本変形します．すると

tA =

1 3 −1
4 1 7
7 1 13

→ · · · →
1 0 2
0 1 −1
0 0 0


となりますから，対応する基本行列の積を転置した正則行列 Qが存在して

AQ =

1 0 0
0 1 0
2 −1 0

 = (α⃗ β⃗ 0⃗)

が成立します．このとき Im(A)の基底が α⃗, β⃗ であることが従います．� �
注意 5.1. m× n行列 Aと B があるとします．このとき

tA→ · · · → C0,
tB → · · · → D0

と狭義の階段行列（(3.2)参照）に行基本変形されたとします．このとき

Im(A) = Im(B)⇔ C0 = D0

が成立します．これは，(3.2)で説明した，行列に対して狭義の階段行列が一意

的に定まることに他なりません．� �
演習 5.12. A =

1 0

0 1

α β

 , B =

 1 0

0 1

α′ β′

 に対して Im(A) = Im(B)の必要十

分条件は α = α′, β = β′ であることを証明しましょう．

演習 5.13. 次の行列 Aに対して Im(A)の基底を求めましょう．

(1) A =

1 2 3 1 1

2 4 5 0 4

3 6 6 −3 9

 (2) A =


1 −2 3 3 2

1 1 4 4 6

1 2 4 6 5

2 −3 7 3 10


5.1.4 次元定理

一般にm× n行列 Aの核と像の次元は Aの階数で記述できます．すなわち次の定

理 5.5が成立します．
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定理 5.5. （次元定理）m× n行列 Aに対して

dim(Im(A)) = rank(A), dim(ker(A)) = n− rank(A)

が成立します．� �
Im(A)の次元については，上の例からも理解できると思いますが，定理 3.4を用い

て証明します．すなわちm次正則行列 P と n次正則行列 Qが存在して

PAQ = (e⃗1 · · · e⃗ℓ 0⃗ · · · 0⃗) (5.5)

が成立することが分かります (ℓ = rank(A))．このとき Q が正則であることから，

w⃗ ∈ Rm に対して
w⃗ ∈ Im(A)⇔ w⃗ ∈ Im(AQ)

が成立します（定理 5.4参照）．このことから w⃗ ∈ Im(A)に対して，ある y⃗ ∈ Rn が

存在して w⃗ = AQy⃗ が成立します．この両辺に P を掛けると

Pw⃗ = PAQy⃗ = y1e⃗1 + · · ·+ yℓe⃗ℓ

が成立し，さらに
w⃗ = y1P

−1e⃗1 + · · ·+ yℓP
−1e⃗ℓ

が従います．よって Im(A) は P−1e⃗1, · · · , P−1e⃗ℓ で生成されることが分かります．

このことに加えて e⃗1, · · · , e⃗ℓは線型独立で，P−1が正則ですから，P−1e⃗1, · · · , P−1e⃗ℓ

は線型独立になります（演習 5.4）．以上から� �
Aの基底は P−1e⃗1, · · · , P−1e⃗ℓ であること，従って dim(Im(A)) = rank(A)� �

が分かりました．さらに ker(A)の次元については

Av⃗ = 0⃗⇔ v⃗ ∈ RQ−1e⃗ℓ+1 + · · ·+RQ−1e⃗n

であることが分かります．さらに Q−1e⃗ℓ+1, · · · , Q−1e⃗n は線型独立ですから，� �
Q−1e⃗ℓ+1, · · · , Q−1e⃗n が ker(A)の基底で，dim(ker(A)) = n− ℓ� �

であることが分かりました．
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（定理 5.5の証明おわり）� �
注意 5.2. 注意 3.1で，斉次の連立 1次方程式 Ax⃗ = 0⃗の解は n− rank(A)個の

パラメータで記述できることを紹介しました．このパラメータの数が ker(A)の

次元に他ならないことに注意しましょう．� �
■線型写像の全射・単射 22 ページで写像の単射と全射について定義しました．A

をm× n行列とするとき Aが定める線型写像

ΦA : Rn → Rm

がどの条件の下で単射あるいは全射になるかを考えましょう．これは，次元定理（定

理 5.5）の応用にあたります．

ΦAが全射⇔ 任意のv⃗ ∈ Rmに対して Ax⃗ = v⃗を満たすx⃗ ∈ Rnが存在

⇔ Im(A) = Rm ⇔ rank(A) = m

が分かります．次に単射性ですが

Ax⃗ = Ay⃗ ⇔ A(x⃗− y⃗) = 0⃗

に注意すると

ΦAが単射⇔ (Ax⃗ = Ay⃗ ⇒ x⃗ = y⃗)

⇔
(
Ax⃗ = 0⃗⇒ x⃗ = 0⃗

)
⇔ ker(A) = {⃗0} ⇔ rank(A) = n

が分かります．

特にm = nのとき，すなわち Aが正方行列のとき

ΦAが全射⇔ ΦAが単射

であることが分かります．

5.1.5 基底の存在

線型部分空間の基底については次の定理 5.6が成立します．
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定理 5.6. （基底の延長）V をRn の線型部分空間とします．V に線型独立な

v⃗1, · · · , v⃗ℓ ∈ V

があるとします．このとき，これらのベクトルを用いた V の基底

v⃗1, · · · , v⃗ℓ, · · · , v⃗k

が存在します（ここで ℓ = 0あるいは k = ℓとなることもあります）．� �
Proof. まず V = Vℓ = Rv⃗1 + · · ·+Rv⃗ℓ ならば

v⃗1, · · · , v⃗ℓ

が V の基底です．Vℓ ⫋ V ならば v⃗ℓ+1 ∈ V で v⃗ℓ+1 ̸∈ Vℓ であるものが存在します．
このとき

v⃗1, · · · , v⃗ℓ, v⃗ℓ+1

は線型独立です．実際，次のように示すことができます．

c1v⃗1 + · · ·+ cℓv⃗ℓ + cℓ+1v⃗ℓ+1 = 0⃗

とします．このとき cℓ+1 ̸= 0とすると

vℓ+1 = − 1

cℓ+1
(c1v⃗1 + · · ·+ cℓv⃗ℓ) ∈ Vℓ

となり v⃗ℓ+1 ̸∈ Vℓ に矛盾します．したがって cℓ+1 = 0 となります．これから

c1 = · · · = cℓ = 0 が従います．ここで V = Vℓ+1 = Rv⃗1 + · · · + Rv⃗ℓ + Rv⃗ℓ+1 な

らば
v⃗1, · · · , v⃗ℓ, v⃗ℓ+1

が V の基底となります．Vℓ+1 ⫋ V ならば v⃗ℓ+2 ∈ V, ̸∈ Vℓ+1 であるベクトルが存在

します．このとき，同様に

v⃗1, · · · , v⃗ℓ, v⃗ℓ+1, v⃗ℓ+2

は線型独立となります．このとき，V = Vℓ+2 = Rv⃗1 + · · · +Rv⃗ℓ+2 であるならば

v⃗1, · · · , v⃗ℓ+2 が基底となります．そうでなかったら，さらに V のベクトルで Vℓ+2 に

入っていないベクトルを取ります．
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この手続きを繰り返していくと，ある時点で線型独立な

v⃗1, · · · , v⃗ℓ, · · · , v⃗j

が V を張ることが分かります．そのことを示すためには，定理 5.3 を用います．実

際，上の手続きで構成した
v⃗1, · · · , v⃗ℓ, · · · , v⃗j

は線型独立ですから j ≦ nとなるからです．

定理 5.6から部分空間の基底の存在が証明できます．すなわち ℓ = 0とすれば十分

です．� �
定理 5.7. Rn の部分空間 V には基底が存在します．� �
最後に次の定理 5.8を紹介します．� �
定理 5.8. V とW はRn の部分空間で V ⊂W が成立するとします．このとき

dimV = dimW ⇒ V =W

が成立します．� �
V の基底を v⃗1, · · · , v⃗ℓ とするとき，もし V ̸= W ならば v⃗ℓ+1 ∈ W, ̸∈ V が存在しま
す．さらに基底の延長を繰り返すと dimW > dimV であることになります．

基底の延長に関する定理 5.6の応用として，2つの部分空間 V とW の和 V +W お

よび交わり V ∩W の次元に関する公式を導きましょう．V ∩W の基底を a⃗1, · · · , a⃗ℓ
とします．定理 5.6を用いて V の基底を

a⃗1, · · · , a⃗ℓ, v⃗1, · · · , v⃗s (5.6)

と取り，W の基底を
a⃗1, · · · , a⃗ℓ, w⃗1, · · · , w⃗t (5.7)

と取ることができます．このとき V +W は

a⃗1, · · · , a⃗ℓ, v⃗1, · · · , v⃗s, w⃗1, · · · , w⃗t (5.8)

で生成されることは比較的容易に示すことができます．V +W の定義を思い出しま

しょう．また，これらのベクトルは線型独立です．

ℓ∑
i=1

αia⃗i +
s∑

j=1

ξiv⃗j +
ℓ∑

k=1

ηkw⃗k = 0⃗
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とします．これから
ℓ∑

i=1

αia⃗i +
s∑

j=1

ξiv⃗j = −
t∑

k=1

ηkw⃗k

とすると，左辺は V に属し，右辺はW に属しますから，両辺は V ∩W に属します．

このとき
s∑

k=1

ηkw⃗k =
ℓ∑

i=1

cia⃗i

と V ∩W の基底で表現できます．ところが (5.7)はW の基底であることから，

η1 = · · · = ηt = 0, c1 = · · · = cℓ = 0

が従います．これから
ℓ∑

i=1

αia⃗i +
s∑

j=1

ξiv⃗j = 0⃗

となりますが，これも (5.7)が V の基底であることから

α1 = · · · = αℓ = ξ1 = · · · = ξs = 0

が分かります．これから V +W の基底が (5.8)で与えられることが分かりました．

以上で� �
dim(V + w) = dimV + dimW − dim(V ∩W ) (5.9)� �

を示しました．この公式の具体例は 139ページに与えられています．

5.2 直交補空間

5.2.1 転置行列の階数

m × n行列 Aについて考えます．このとき定理 3.4 から m次の正則行列 P と n

次の正則行列 Qが存在して

PAQ =

(
Iℓ 0
0 0

)
が成立します．ここで ℓ = rank(A)ですが，さらにこの両辺を転置すると

tQ · tA · tP =

(
Iℓ 0
0 0

)
(5.10)
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が従います．このとき tP と tQが正則であることに注意しましょう（(2.20)参照）．

ここで次元定理（定理 5.5）とその証明から

rank(tA) = dim(Im(tA)) = ℓ = rank(A)

を得ます．以上で次の定理 5.9を示しました．� �
定理 5.9. m× n行列 Aに対して

rank(tA) = rank(A)

が成立します．� �
この定理 5.9ですが，定理 3.5で示したように標準形の 1の個数が一定で階数に等

しいことを用いると，次元定理（定理 5.5）とその証明を用いなくても (5.10)から直

接従います．定理 5.9の意味について説明します．Rn の中に，Aの行空間として A

の行ベクトル a1, · · · ,am を転置して生成させた部分空間

Im(tA) = {c1ta1 + · · ·+ cm
tam ∈ Rn; c1, · · · , cm ∈ R}

を定めると，この次元が Im(A)の次元と一致することを定理 5.9から導けます．言

い換えると

Aの線型独立な列数の最大数 = Aの線型独立な行数の最大数

が成立します．

5.2.2 直交補空間

演習 5.1において直交補空間を定義しました．Rn の部分空間 V に対してその直交

補空間を
V ⊥ = {x⃗ ∈ Rn; (x⃗, v⃗) = 0 (すべての v⃗ ∈ V )}

で定義します．

直交補空間 V ⊥ の次元などについて詳しく調べていきますが，最初に V が行列 A

の像の場合について考えます．すなわち Aを m × n 行列として，V = Im(A)の場

合を考えます．このとき

w⃗ ∈ V ⊥ ⇔ (w⃗, Ax⃗) = 0 (すべての x⃗ ∈ Rn)

⇔ (tAw⃗, x⃗) = 0 (すべての x⃗ ∈ Rn)⇔ tAw⃗ = 0⃗
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から� �
(Im(A))

⊥
= ker(tA) (5.11)� �

が従います．上で y⃗ ∈ Rn に対して

(y⃗, x⃗) = 0 (すべての x⃗ ∈ Rn)⇔ y⃗ = 0⃗

であることを用いました（演習 1.10参照）．また内積と転置行列を関係付ける (2.21)

も用いました．

具体例について考えます．

A =


1 1
1 0
−1 2
1 0

 = (⃗a1 a⃗2)

に対して V = Im(A)を考えます．ここで w⃗ ∈ V ⊥ の必要十分条件は

(w⃗, a⃗1) = (w⃗, a⃗2) = 0

ですが，tAw⃗ = 0⃗ も同じく必要十分条件になります．行基本変形

tA→ · · · →
(
1 0 2 0
0 1 −3 1

)
から V ⊥ = ker(tA)の基底が t(−2 3 1 0), t(0 − 1 0 1) であることが分かります．

演習 5.14. A =


1 2

2 3

−1 1

2 4

 に対して (Im(A))
⊥ の基底を求めましょう．

さらに Rn の部分空間 V を一般に考えます．その基底を a⃗1, · · · , a⃗ℓ とするとき，
A = (⃗a1 · · · a⃗ℓ)と n× ℓ行列を定めると

V = Im(A)

が従います．このとき V ⊥ = ker(tA)の次元は，次元定理（定理 5.5）と tAの階数

に関する定理 5.9を用いると

dim(V ⊥) = dim(ker(tA)) = n− rank(tA) = n− rank(A) = n− dimV
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をとなります．以上で次の定理 5.10を得ました．� �
定理 5.10. Rn の部分空間 V に対して

dimV ⊥ = n− dimV (5.12)

が成立します．� �
最後に直交補空間の直交補空間に関する次の定理 5.11を紹介しましょう．� �
定理 5.11. Rn の部分空間 V に対して(

V ⊥)⊥ = V

が成立します．� �
Proof. まず V ⊂

(
V ⊥)⊥ を示します．そのために v⃗ ∈ V を取ります．このとき

w⃗ ∈ V ⊥ を任意に取ると
(v⃗, w⃗) = 0

が成立します．これは v⃗ ∈
(
V ⊥)⊥ を意味します．

さらに

dim
(
V ⊥)⊥ = n− dim(V ⊥) = n− (n− dimV ) = dimV

となり，定理 5.8を適用すると
(
V ⊥)⊥ = V が従います．

m× n行列 Aに対して t (tA) = Aですから (5.11)から

ker(A) = (Im(A))
⊥

が成立します．これに定理 5.11を適用すると� �
(ker(A))

⊥
= Im(tA) (5.13)� �

が従います．

5.2.3 直交補空間の性質

最後に直交補空間の性質について考えましょう．
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定理 5.12. E と F をRn の部分空間とします．

(i) E ⊂ F ならば E⊥ ⊃ F⊥

(ii) (E + F )⊥ = E⊥ ∩ F⊥, (E ∩ F )⊥ = E⊥ + F⊥� �
Proof. (i) v⃗ ∈ F⊥ とします．e⃗ ∈ E とすると e⃗ ∈ F ですから (v⃗, e⃗) = 0 となりま

す．これから v⃗ ∈ E⊥ が分かります．

(ii) E ⊂ E + F と F ⊂ E + F から (E + F )⊥ ⊂ E⊥, (E + F )⊥ ⊂ F⊥ となり

(E + F )⊥ ⊂ E⊥ ∩ F⊥ を得ます．

逆に v⃗ ∈ E⊥ ∩ F⊥ としましょう．このとき w⃗ = e⃗+ f⃗ ∈ E + F を e⃗ ∈ E, f⃗ ∈ F
を満たすように取ると，(w⃗, v⃗) = (e⃗, v⃗) + (f⃗ , f⃗) = 0から v⃗ ∈ (E + F )⊥ となります．

これから (E + F )⊥ ⊃ E⊥ ∩ F⊥ を得ます．(
E⊥)⊥ = E,

(
F⊥)⊥ = F から

(
E⊥ + F⊥)⊥ = E ∩ F を得ます．この両辺の直

交補空間を取ると E⊥ + F⊥ = (E ∩ F )⊥ となります．

5.3 小行列式と階数

Aをm× n行列とします．k ≦ m,nを満たす k に対して Aの k 次小行列とは

1 ≦ i1 < i2 < · · · < ik ≦ m, 1 ≦ j1 < j2 < · · · < jk ≦ n

を満たす k 個の行 i1, · · · , ik 行と k 個の列 j1, · · · , jk 列を抜き出した

A0 = A

(
i1 · · · ik
j1 · · · jk

)
=

 ai1j1 · · · ai1jk
...

...
aikj1 · · · aikjk


のことです．この Aについて

rank(A) = d

が成立するとします．この A = (⃗a1 · · · a⃗n)の n本の列ベクトルのうち k > dである

k 本の列ベクトル
a⃗j1 , · · · , a⃗jk (j1 < j2 < · · · < jk)

は線型従属となります．実際，この k 本のベクトルが線型独立とすると定理 5.6 に

よって
dim Im(A) ≧ k > d = rank(A)
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となり次元定理（定理 5.5）に反するからです（定理 5.2も参照）．この k本のベクト

ルの線型従属性から

det(A0) = det

(
A

(
i1 · · · ik
j1 · · · jk

))
= 0

となります．実際，この行列式が 0でないと

c1a⃗j1 + · · ·+ cka⃗jk = 0⃗⇒ A0c⃗ = 0⃗⇒ c1 = · · · = ck = 0

から a⃗j1 , · · · , a⃗jk が線型独立になってしまいます．
次に Im(A) の基底である a⃗j1 , · · · , a⃗jd を取ります．このとき

A′ = (⃗aj1 · · · a⃗jd), tA′ = (α⃗1 · · · α⃗m)

とすると rank(tA′) = rank(A′) = dですから tA′ の d本の列ベクトル α⃗i1 , · · · , α⃗id

(i1 < i2 < · · · < id)が線型独立になります．したがって det (α⃗i1 · · · α⃗id) ̸= 0 とな

ります．ここで

A′′ =


tα⃗i1
...

tα⃗id


とすると A′′ は Aの d次の小行列で det(A′′) ̸= 0が成立します．

以上で次の定理 5.13を証明しました．� �
定理 5.13. Aをm× n行列とします．d = rank(A)であるとします．

(i) k > dであるとき，Aの任意の k 次小行列 A′′ に対して

det(A′′) = 0

が成立します．

(ii) Aのある d次小行列 A′′ に対して

det(A′′) ̸= 0

が成立します．� �
定理 5.13の連立 1次方程式への応用を紹介します．Aをm× n行列，b⃗ ∈ Rm の

ときに連立 1次方程式
Ax⃗ = b⃗ (5.14)
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を考えましょう．そして rank(A) = rank(A|⃗b) = d とします．このとき定理 3.3 に

よって方程式 (5.14) に解が存在することが分かります．ここで拡大行列 (A|⃗b) の線
型独立な d行を選び  ai1 bi1

...
...

aid bid

 =
(
α⃗1 · · · α⃗n|β⃗

)

と d 次の列ベクトル α⃗1, · · · , α⃗n, β⃗ ∈ Rm を定めます．このとき連立 1 次方程式

(5.14)とここで定めた拡大行列が表す方程式は必要十分になります．実際，元の拡大

行列 (A|⃗b) で選ばなかった行は，(ai1 |bi1), · · · , (aid |bid) の線型結合で表されるから
です．

さらに d 本の線型独立な α⃗j1 , · · · , α⃗jd を選びます（具体的には，A に対して行列

式の消えない d 次の小行列を選んだときの列を選びます）．そして残りの n − d 本
の列ベクトルを α⃗k1

, · · · , α⃗kn−d
とします．このとき元の連立 1 次方程式 (5.14) は，

A′′ = (α⃗j1 · · · α⃗jd)とすると

A′′

xj1...
xjd

 = −
(
α⃗k1

· · · α⃗kn−d

) xk1

...
xkn−d

+ β⃗

と表され，解はxj1...
xjd

 = − (A′′)
−1 (

α⃗k1
· · · α⃗kn−d

) xk1

...
xkn−d

+ (A′′)
−1
β⃗

と表示されます．

演習 5.15. A =

1 1 3 2

2 3 7 3

3 4 10 5

 , b⃗ = t(3 8 11) とするとき連立 1 次方程式

Ax⃗ = b⃗を上で説明した解法によって解きましょう．
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5.4 最小自乗法
右の表にある 3 つの変量 x と y と z があるとします．

??ページで説明したように，例えば変量 xに対して

x⃗ =
1√
n


x1 − x̄
x2 − x̄

...
xn − x̄



x y z

x1 y1 z1
x2 y2 z2
...

...
...

xn yn zn

と定めます．このデータを説明するモデルを

z = ax+ by + c

と定数 a，b，cを用いて記述します．左辺の変数 z のことを目的変数，右辺の変数 x

と y のことを説明変数と呼びます．このモデルの実測値である左辺と理論値である

右辺の差を δ とします．この誤差である δ に対して

δ̄ = 0, V (δ)が最小である

という条件を課して定数 a，b，cを定めます．δ̄ = 0 から

c = z̄ − ax̄− bȳ

が従います．これから

δ = (z − z̄)− a(x− x̄)− b(y − ȳ)

を得ます．この δ に対応するベクトルは A = (x⃗ y⃗) を用いた表示

z⃗ − ax⃗− by⃗ = z⃗ −A
(
a
b

)
を持つので

V (δ) = ||z⃗ −A
(
a
b

)
||2

と表示されます．ここで簡単のために β⃗ = t(a b)と定めます．そして β⃗ ∈ R2 が

z⃗ −Aβ⃗ ⊥ ImA (5.15)
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を満たすとします．すると任意の α⃗ ∈ R2 に対して

||z⃗ −Aα⃗||2 = ||z⃗ −Aβ⃗ +A(β⃗ − α⃗)||2 = ||z⃗ −Aβ⃗||2 + ||A(β⃗ − α⃗)||2 ≧ ||z⃗ −Aβ⃗||2

が従います*1 ．このことから (5.15)を満たす β⃗ によって，V (z)の最小値が実現さ

れることが分かります．さらに (5.15)を満たす β⃗ を求めましょう．(5.15)は

(z⃗ −Aβ⃗,Aα⃗) = 0 (すべてのα⃗ ∈ R2) (5.16)

を満たすことと必要十分です．この左辺が (z⃗ −Aβ⃗,Aα⃗) = (tAz⃗ − tAAβ⃗, α⃗) と計算

されることから条件 (5.16)は

tAz⃗ − tAAβ⃗ = 0⃗ すなわち tAAβ⃗ = tAz⃗

と同値です*2 （この方程式のことを重回帰分析の正規方程式と呼びます）．ここで
tAAは xと y の分散行列

tAA =

(
V (x) Cov(x, y)

Cov(y, x) V (y)

)
となります．分散行列が正則であるとき

β⃗ =

(
a
b

)
=
(
tAA

)−1 tAz⃗

と計算されます．

一般にm× n行列 Aと z⃗ ∈ Rm に対して ||Aβ⃗ − z⃗||2 を最小にする β⃗ ∈ Rn は

(Aβ⃗ − z⃗) ⊥ Im(A) (5.17)

を満たし，これは
tAAβ⃗ = tAz⃗

と必要十分です．Aの Gram行列が正則であるとき

β⃗ =
(
tAA

)−1 tAz⃗

となります．

*1 ここで p⃗ ⊥ q⃗ ならば ||p⃗+ q⃗||2 = ||p⃗||2 + ||q⃗||2 が成立することを用いています．
*2 ここで (p⃗, q⃗) = 0 (すべてのq⃗) ⇔ p⃗ = 0⃗ であることを用いました．
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具体例を紹介しましょう．A =

1 −1
1 1

1 1

 , z⃗ =

1

0

0

 のとき tAA =

(
3 1

1 3

)
, tAz⃗ =

(
1

−1

)
から，求める β⃗ は

β⃗ =

(
3 1
1 3

)−1(
1
−1

)
=

1

2

(
1
−1

)
となります．

演習 5.16. A =


1 1

1 0

1 1

1 0

 , z⃗ =


0

0

0

1

 に対して ||Aβ⃗ − z⃗||2 を最小にする β⃗ ∈ R2

を求めましょう．

m×n行列 Aに対してそのGram行列 tAAの正則性について調べてみます．まず� �
ker(tAA) = ker(A) (5.18)� �

が成立します．実際 v⃗ ∈ ker(a) ならば Av⃗ = 0⃗ から tAAv⃗ = 0⃗ が従います．逆に，
tAAv⃗ = 0⃗ とすると

||Av⃗||2 = (Av⃗,Av⃗) = (tAAv⃗, v⃗) = 0

から Av⃗ = 0⃗が従います．この等式 (5.18)から

tAAが正則⇔ ker(tAA) = {⃗0} ⇔ ker(A) = {⃗0} ⇔ rank(A) = n (5.19)

であることが分かります．

5.5 Gram-Schmidtの直交化・正射影

5.4節の (5.17) の状況を考えます．(5.17)の Aβ⃗ を w⃗とすると

w⃗ ∈ Im(A), (z⃗ − w⃗) ⊥ Im(A)

が成立します．この w⃗ を z⃗ ∈ RN の線型部分空間 Im(A) への正射影または直交射

影と呼びます．
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一般にRn の部分空間 V があるとき，v⃗ ∈ Rn に対して

w⃗ ∈ V, (v⃗ − w⃗) ⊥ V

を満たす w⃗のことを v⃗ の V への正射影または直交射影と呼びます．

具体的に v⃗ の V への正射影をどのように計算するか説明します．そのために V に

特殊な基底が存在することを仮定します．すなわち

||p⃗i|| = 1 (i = 1, 2, · · · , k), (p⃗i, p⃗j) = 0 (i ̸= j) (5.20)

を満たす基底 p⃗1, · · · , p⃗k が存在するとします（この基底を正規直交基底と呼びます．
後に，その構成法を説明します）．このとき w⃗ ∈ V ですから w⃗は

w⃗ = c1p⃗1 + · · ·+ ckp⃗k (5.21)

と p⃗1, · · · , p⃗k で張ることができます．ここで v⃗− w⃗ ⊥ V ですから (v⃗− w⃗, p⃗i) = 0 が

成立します．この条件を (5.21)の表示を用いて書き換えると

(v⃗ − (c1p⃗1 + · · ·+ ckp⃗k), p⃗i) = (v⃗, p⃗i)−
k∑

j=1

cj(p⃗j , p⃗i) = (v⃗, p⃗i)− ci = 0

から ci = (v⃗, p⃗i)を得ます．これから

w⃗ =
k∑

j=1

(v⃗, p⃗j)p⃗j

が成立することが従います．

次に，部分空間 V の基底
x⃗1, · · · , x⃗k

から (5.20)を満たす V の基底を構成できることを説明します．そのために

Vj = Rx⃗1 + · · ·+Rx⃗j (j = 1, 2, · · · , k)

と定めます．そして V1 の正規直交，V2 の正規直交基底，V3 の正規直交系と順番に

構成していきます．V1 = Rx⃗1 の正規直交系は，

p⃗1 =
1

||x⃗1||
x⃗1
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と定めればいいことが分かります．次に，V2 = Rx⃗1 +Rx⃗2 の正規直交基底を p⃗1 を

用いて構成します．そのために x⃗2 の V1 への正射影

w⃗2 = (x⃗2, p⃗1)p⃗1

を考えます．すると (x⃗2 − w⃗2) ⊥ p⃗1 が成立します．しかも x⃗2 − w⃗2 ̸= 0⃗が成立しま

す．実際 x⃗2 − w⃗2 = 0⃗とすると x⃗2 = w⃗2 ∈ V1 となり x⃗1 と v⃗2 が線型独立であるこ

とに反します．そこで

P⃗2 =
1

||x⃗2 − w⃗2||
(x⃗2 − w⃗2)

と定めると p⃗1，p⃗2 は V2 の正規直交基底となります．

さらに ℓ < k として Vℓ の正規直交基底

p⃗1, · · · , p⃗ℓ

が存在するとして，Vℓ+1 の正規直交基底を構成します．そのために x⃗ℓ+1 の Vℓ への

正射影

w⃗ℓ+1 =
ℓ∑

j=1

(x⃗ℓ+1, p⃗j)p⃗j

を考えます．このとき (x⃗ℓ+1 − w⃗ℓ+1) ⊥ Vℓ が成立します．しかも x⃗ℓ+1 − w⃗ℓ+1 ̸= 0⃗

となります．実際 x⃗ℓ+1 − w⃗ℓ+1 = 0⃗とすると x⃗ℓ+1 = w⃗ℓ+1 ∈ Vℓ となり

x⃗ℓ+1 = s1x⃗1 + · · ·+ sℓx⃗ℓ

と x⃗1, · · · , x⃗ℓ, x⃗ℓ+1 が線型独立であることに反するからです．ここで

p⃗ℓ+1 =
1

||x⃗ℓ+1 − w⃗ℓ+1||
(x⃗ℓ+1 − w⃗ℓ+1)

と定めれば
p⃗1, · · · , p⃗ℓ, p⃗ℓ+1

は Vℓ+1 の正規直交基底です．このプロセスを繰り返せば，V の正規直交基底を構成

できます（以上の構成法を Gram-Schmidtの直交化と呼びます）．

以上で次の定理 5.14を証明しました．� �
定理 5.14. （正規直交基底の存在） V をRn の部分空間とします．V には

||p⃗i|| = 1 (i = 1, 2, · · · , k), (p⃗i, p⃗j) = 0 (i ̸= j)

を満たす正規直交基底が存在します．� �
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最後に具体的な計算をしてみます．

x⃗1 =

 1
0
−2

 , x⃗2 =

 0
1
2


が張るR3 の部分空間 V の正規直交基底を計算してみましょう．

p⃗1 =
1

||x⃗1||
x⃗1 =

1√
5

 1
0
−2


と x⃗1 方向の単位ベクトル p⃗1 を求めます．次に x⃗2 の p⃗1 方向の正射影

w⃗ = (x⃗2, p⃗1) =

((
0
1
2

)
,
1√
5

(
1
0
−2

))
· 1√

5

(
1
0
−2

)
= −4

5

(
1
0
−2

)

を求めます．正射影の定義から

(x⃗2 − w⃗, p⃗1) = 0

となりますから，x⃗2 − w⃗の方向の単位ベクトル

p⃗2 =
1

||x⃗2 − w⃗||
(x⃗2 − w⃗) =

1

3
√
5

 4
5
2


と定めると ||p⃗1|| = ||p⃗2|| = 1, (p⃗1, p⃗2) = 0 が従います．

演習 5.17. a⃗ = t(1 1 1 −1), b⃗ = t(1 0 2 1), c⃗ = t(1 0 0 0)に対してGram-Schmidt

の直交化を用いて L(⃗a, b⃗, c⃗)の正規直交基底を求めましょう．a⃗, b⃗, c⃗の順序を変える

と答えは違ってきます．
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固有値問題入門–2次元の場合

6.1 線型変換と座標変換

6.1.1 座標変換

1.7節で説明した座標変換について n = 2の場合に説明します．以下では 2次元部

分空間 V は V = R2 となります．また 1.7節における V 中の平行でない 2本のベク

トルとして標準単位ベクトル

e⃗1 =

(
1
0

)
, e⃗2 =

(
0
1

)
を取ります。このとき e⃗1, e⃗2 が定める座標は標準的な(

x
y

)
= xe⃗1 + ye⃗2

となります．次に平行でない

p⃗ =

(
p1
p2

)
, q⃗ =

(
q1
q2

)
∈ R2

を取ります．このとき p⃗ ∦ q⃗ であることから

∆ := |p⃗ q⃗| = p1q2 − p2q1 ̸= 0

が成立します．p⃗と q⃗ を用いて座標変換するために

P = (p⃗ q⃗)
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と定めて、 (
x
y

)
= ξp⃗+ ηq⃗ = P

(
ξ
η

)
と p⃗, q⃗ を用いる座標が定義できます．

6.1.2 線型変換

2次正方行列 A =

(
a b

c d

)
∈M2(R) を用いて

(
x′

y′

)
= A

(
x
y

)
=

(
ax+ by
cx+ dy

)
を考えます．この対応によって写像

TA : R2 −→ R2

が定まりますが，これを Aが定める線型変換と呼びます．この TA を

(
ξ

η

)
座標で表

現することを考えます．(
x′

y′

)
= P

(
ξ′

η′

)
,

(
x
y

)
= P

(
ξ
η

)
と対応しますから(

ξ′

η′

)
= P−1

(
x′

y′

)
= P−1A

(
x
y

)
= P−1AP

(
ξ
η

)

と

(
ξ

η

)
座標では P−1AP が定める線型変換 TP−1AP となります．� �

変換 ここで出てくる線型変換の変換についてです．X を集合とするとき X か

ら X への写像
f : X −→ X

のことを X 上の変換と呼びます．上で TA を定義するときに用いた x′ と y′ で

すが，xと yが定める同じ座標系を用いていることを示すためにダッシュ「′」を

使っています．� �
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6.2 行列の対角化

6.2.1 固有多項式

以下では A ∈M2(R)が定める線型変換を座標変換を行って、簡単な形、特に対角

行列が定める線型変換にすることを考えます．まず具体的な例として

A =

(
1 2
4 3

)
について考えます．

平行でない 2本のベクトル p⃗, q⃗ ∈ R2 を用いた正則行列 P = (p⃗ q⃗)によって

P−1AP =

(
α 0
0 β

)

とすることを考えます．このとき AP = P

(
α 0

0 β

)
が従いますが、P の列ベクトル

を用いると
(Ap⃗ Aq⃗) = (αp⃗ βq⃗)

となります．各列を見ると
Ap⃗ = αp⃗, Aq⃗ = αq⃗

すなわち
(αI2 −A)p⃗ = (βI2 −A)q⃗ = 0⃗

であることが分かります．他方 p⃗ ∦ q⃗ ですから p⃗ ̸= 0⃗かつ q⃗ ̸= 0⃗が成立します．ここ

で次の定理 6.1を用いると

det(αI2 −A) = det(βI2 −A) = 0 (6.1)

が従います．� �
定理 6.1. B ∈M2(R)に対して次の (6.2)と (6.3)は同値です．

Bp⃗ = 0⃗, p⃗ ̸= 0⃗を満たす p⃗ ∈ R2 が存在する． (6.2)

detB = 0 (6.3)� �
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ここで

ΦA(λ) := det(λI2 −A)

=

∣∣∣∣λ− 1 −2
−4 λ− 3

∣∣∣∣
= (λ− 1)(λ− 3)− (−2)(−3)
= λ2 − 4λ− 5 = (λ− 5)(λ+ 1)

を定義すると (6.1)から αと β は ΦA(λ)の根であることが分かります．

ここで ΦA(λ)を一般的に定義します．� �
定義 6.1. A =

(
a b

c d

)
∈M2(R)に対して

ΦA(λ) := det(λI2 −A) =
∣∣∣∣λ− a −b
−c λ− d

∣∣∣∣
= (λ− a)(λ− d)− (−b)(−c)
= λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc
= λ2 − (a+ d)λ+ det(A)

を Aの固有多項式と呼びます．� �
さらに Aに関する具体的な考察を行います．(6.1)から

ΦA(α) = ΦA(β) = 0

であることは分かりましたが，ΦA(λ)の根 λ = 1, 5との関係は分かりません．

実は，固有多項式は線型座標変換を行っても変わりません．すなわち，一般に

A ∈M2(R)と正則な P ∈M2(R)に対して

ΦA(λ) = ΦP−1AP (λ) (6.4)

が成立します．実際，

det(λI2 − P−1AP ) = det(P−1λI2P − P−1AP ) = det(P−1(λI2 −A)P )
= det(P−1) det(λI2 −A) det(P )
= det(λI2 −A)

から導けます．ここで det(P−1) det(P ) = det(P−1P ) = det(I2) = 1であることを

用いました．
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公式 (6.4)を応用しましょう．P−1AP =

(
α 0

0 β

)
ですから

ΦA(λ) = ΦP−1AP (λ) =

∣∣∣∣λ− α 0
0 λ− β

∣∣∣∣ = (λ− α)(λ− β)

から
(λ− 5)(λ+ 1) = (λ− α)(λ− β)

が分かります．このことから

α = 5, β = −1 または α = −1, β = 5

であることが従います．

6.2.1節を締めくくるために、公式 (6.4)を定理 6.2 にまとめます．� �
定理 6.2. 2次正方行列 A ∈M2(R)と正則な P ∈M2(R)に対して

ΦA(λ) = ΦP−1AP (λ) (6.5)

が成立します．� �
6.2.2 固有値と固有ベクトル

以下では α = 5, β = −1の場合を考えます．まず

(5I2 −A) p⃗ = 0⃗

を用いて p⃗を求めます．

(5I2 −A)
(
x
y

)
= 0⃗⇔

(
4 −2
−4 2

)(
x
y

)
= 0⃗

⇔ 2x− y = 0

から

p⃗ =

(
x
y

)
=

(
x
2x

)
= x

(
1
2

)
となります．

同様に
(−I2 −A) q⃗ = 0⃗
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を用いて q⃗ を求めましょう．

(−I2 −A)
(
x
y

)
= 0⃗⇔

(
−2 −2
−4 −4

)(
x
y

)
= 0⃗

⇔ x+ y = 0

から

q⃗ =

(
x
y

)
=

(
x
−x

)
= x

(
1
−1

)
となります．

ここで p⃗と q⃗ においてそれぞれ x = 1の場合を考えます*1．すなわち

p⃗ =

(
1
2

)
, q⃗ =

(
1
−1

)
, P = (p⃗ q⃗) =

(
1 1
2 −1

)
と定めると

det(P ) = −3 ̸= 0

から p⃗ ∦ q⃗ 従って P が正則であることが分かります*2 ．さらに

Ap⃗ = 5p⃗, Aq⃗ = −q⃗

から

AP = (Ap⃗ Aq⃗) = (5p⃗ − q⃗)

= (p⃗ q⃗)

(
5 0
0 −1

)
= P

(
5 0
0 −1

)
が従います．そして P が正則ですから

P−1AP =

(
5 0
0 −1

)
となります．

以上で P = (p⃗ q⃗) =

(
1 1

2 −1

)
が定める線型座標変換

(
x
y

)
= P

(
ξ
η

)
*1 x ̸= 0であれば何でもいいことが分かります．
*2 実は一般論があって det(P )を調べなくても，この状況で P が正則となることが分かります．167

ページの定理 6.3で説明します．
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によって線型変換 (
x′

y′

)
=

(
1 2
4 3

)(
x
y

)
は (

ξ′

η′

)
=

(
5 0
0 −1

)(
ξ
η

)
=

(
5ξ
−η

)
と表現されることが示されました．

この 6.2.2節を締めくくるのにあたって，α, β, p⃗, q⃗ に対応する定義を行います．� �
定義 6.2. A ∈M2(R)と α ∈ Rに対して

Av⃗ = αv⃗, v⃗ ̸= 0⃗

を満たす v⃗ ∈ R2 が存在するとき αを Aの固有値と呼びます．また，このとき

v⃗ を αに対する固有ベクトルと呼びます．� �
定理 6.1によると α ∈ Rが Aの固有値であることと

ΦA(α) = 0

であることと必要十分であることが分かります．それは

Av⃗ = αv⃗ ⇔ (αI2 −A)v⃗ = 0⃗

を確認して定理 6.1において B = αI2 −Aとすればすぐに分かります．
固有多項式が表す方程式

ΦA(λ) = 0

を固有方程式と呼びますが，固有値は固有多方程式の根とも言い換えることができ

ます．

6.2.3 対角化可能な行列–十分条件

これまで行列 A ∈M2(R)に対して正則な P ∈M2(R)を求めて

P−1AP

を対角行列とすることを考えてきました．様々な定義を与えながら説明してきました

が，もう一度別の例で計算してみましょう．

A =

(
−1 −6
4 9

)
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について考えます．この固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ+ 1 6
−4 λ− 9

∣∣∣∣ = λ2 − 8λ+ 15 = (λ− 3)(λ− 5)

より Aの固有値は λ = 3, 5であることが分かります．次にそれぞれの場合について

固有ベクトルを求めましょう．

(i) λ = 3のとき

A

(
x
y

)
= 3

(
x
y

)
⇔ (3I2 −A)

(
x
y

)
= 0⃗

⇔
(

4 6
−4 −6

)(
x
y

)
= 0⃗

⇔ 2x+ 3y = 0

から固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
− 2

3x

)
=
x

3

(
3
−2

)
(x ̸= 0)

であることが分かります．

(ii) λ = 5のとき

A

(
x
y

)
= 5

(
x
y

)
⇔ (5I2 −A)

(
x
y

)
= 0⃗

⇔
(

6 6
−4 −4

)(
x
y

)
= 0⃗

⇔ x+ y = 0

から固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
−x

)
= x

(
1
−1

)
(x ̸= 0)

であることが分かります．

ここで

p⃗ =

(
3
−2

)
, q⃗ =

(
1
−1

)
, P = (p⃗ q⃗) =

(
3 1
−2 −1

)
と定めます．このとき P は次の定理 6.3によって正則となります．従って

A(p⃗ q⃗) = (3p⃗ 5q⃗) = (p⃗ q⃗)

(
3 0
0 5

)
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から

P−1AP =

(
3 0
0 5

)
となります．� �
定理 6.3. A ∈M2(R)とします．相異なる α, β ∈ Rに対して p⃗, q⃗ ∈ R2 が

Ap⃗ = αp⃗, Aq⃗ = βq⃗

p⃗ ̸= 0⃗, q⃗ ̸= 0⃗

を満たすとします．このとき 2次正方行列 P = (p⃗ q⃗)は正則です．� �
この定理 6.3を証明しましょう．P が正則であることと

P

(
x
y

)
= xp⃗+ yq⃗ = 0⃗⇒ x = y = 0

であることと必要十分条件ですから

xp⃗+ yq⃗ = 0⃗

を仮定します．この両辺に (βI2 −A)を掛けると

(βI2 −A)p⃗ = ((β − α)I2 + (αI2 −A)) p⃗ = (β − α)p⃗, (βI2 −A)q⃗ = 0⃗

から
x(β − α)p⃗ = 0⃗

となります．β − α ̸= 0から
xp⃗ = 0⃗

を得ますが，次の演習 6.1から x = 0となります．そして

yq⃗ = 0⃗

を得ますが，同様に q⃗ ̸= 0⃗から y = 0を得ます．以上で P = (p⃗ q⃗)が正則であるこ

とが証明されました．

演習 6.1. v⃗ ∈ Rn が v⃗ ̸= 0⃗を満たすとします．このとき，xv⃗ = 0⃗ならば x = 0が

従うことを示しましょう．
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ある正則行列 P に対して P−1AP が対角行列になるとき A ∈ M2(R)は対角化可

能であると定義します．上の定理 6.3を用いると Aの固有多項式が相異なる 2実根

を持つとき Aは対角化可能であることが分かります．� �
定理 6.4. A ∈M2(R)の固有多項式

ΦA(λ) = (λ− α)(λ− β)

が相異なる 2実根 α, β を持つとき，Aは対角化可能となります．� �
定理 6.4を証明しましょう．ΦA(α) = ΦA(β) = 0 であることから

Ap⃗ = αp⃗, p⃗ ̸= 0⃗

Aq⃗ = βq⃗, q⃗ ̸= 0⃗

を満たす p⃗, q⃗ ∈ R2 が存在します．ここで定理 6.3を用いると P = (p⃗ q⃗)は正則とな

ります．さらに

AP = A(p⃗ q⃗) = (Ap⃗ Aq⃗) = (αp⃗ βq⃗) = (p⃗ q⃗)

(
α 0
0 β

)
= P

(
α 0
0 β

)
から

P−1AP =

(
α 0
0 β

)
であることが分かります．

演習 6.2. 以下の行列 A ∈M2(R)を対角化しましょう．

(1)

(
1 2

3 −4

)
(2)

(
−4 −2
3 1

)
(3)

(
1 12

3 1

)

6.2.4 固有多項式が重根を持つ場合

A ∈M2(R)の固有多項式が重根を持つと仮定します．すなわち α ∈ Rに対して

ϕA(λ) = (λ− α)2

が成立すると仮定します．さらに A が対角化可能であるとします．すなわち正則な

P ∈M2(R)が存在して P−1AP が対角行列になるとします．このとき

P−1AP =

(
γ1 0
0 γ2

)



6.2 行列の対角化 169

とすると定理 6.2から

(λ− α)2 = ΦA(λ) = ΦP−1AP (λ) = (λ− γ1)(λ− γ2)

が従いますから
γ1 = γ2 = α

であることが分かります．よって

P−1AP = αI2

となりますが，この両辺に左から P を右から P−1 を掛けると

A = P · αI2 · P−1 = αI2

であることが導かれます．以上から次の定理 6.5を証明しました．� �
定理 6.5. A ∈M2(R)の固有多項式が

ΦA(λ) = (λ− α)2

と重根 α ∈ Rを持つとします．このとき Aが対角化可能ならば A = αI2 とな

ります．� �
例えば A =

(
α 0

1 α

)
は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− α 0
−1 λ− α

∣∣∣∣ = (λ− α)2

ですが，この定理 6.5から対角化できないことが分かります．実は、A ∈M2(R)が

ΦA(λ) = (λ− α)2, A ̸= αI2

ならばある正則行列 P ∈M2(R)が存在して

P−1AP =

(
α 0
1 α

)
となります（6.3.5節，177ページ）．
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6.2.5 行列の累乗

A ∈M2(R)が対角化可能であるとします．すなわち，正則な P−1 が存在して

P−1AP =

(
α 0
0 β

)
となるとします．このとき An を Aの固有値を用いて表すことができます．

実際，この式の両辺の n乗はそれぞれ

(
P−1AP

)n
= P−1AnP,

(
α 0
0 β

)n

=

(
αn 0
0 βn

)
と帰納的に計算できますから

P−1AnP =

(
αn 0
0 βn

)
さらに

An = P

(
αn 0
0 βn

)
P−1

を示すことができます．

6.3 Cayley-Hamiltonの定理

6.3.1 Cayley-Hamiltonの定理

この 6.3節では対角化を用いないで行列の累乗を計算する方法を学びます．

そのために 2 次正方行列 A =

(
a b

c d

)
は恒等的にある等式を満たすことを示し

ます．

A2 =

(
a b
c d

)(
a b
c d

)
=

(
a2 + bc ab+ db
ac+ dc bc+ d2

)
(a+ d)A =

(
a2 + ad ab+ db
ac+ dc ad+ d2

)
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より

A2 − (a+ d)A =

(
a2 + bc ab+ db
ac+ dc bc+ d2

)
−
(
a2 + ad ab+ db
ac+ dc ad+ d2

)
=

(
bc− ad 0

0 bc− ad

)
= −det(A)I2

が成立します．以上から，次の定理 6.6を示しました．� �
定理 6.6. （Hamiton-Cayleyの定理）　 2次正方行列 Aに対して

A2 − (a+ d)A+ det(A)I2 = O (6.6)

が成立します．� �
この (6.6)は固有方程式

λ2 − (a+ d)λ+ det(A) = 0

に対して，変数 λを Aで，定数項を I2 で置き換えた形になっていることに注意しま

しょう．

6.3.2 行列の累乗（単純固有値の場合）

ここで具体的な例をもとに Hamiton-Cayleyの定理をどのように適用すれば An を

計算できるか考えましょう．

A =

(
1 2
4 3

)
とします．このとき Hamiton-Cayleyの定理によって

A2 − 4A− 5I2 = O (6.7)

が成立します．固有多項式が

λ2 − 4λ− 5 = (λ− 5)(λ+ 1)

と因数分解できることに着目すると (6.7)は

A(A− 5I2) = (−1)(A− 5I2) (6.8)

A(A+ I2) = 5(A+ I2) (6.9)
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と変形できます．これから

An(A− 5I2) = (−1)n(A− 5I2) (6.10)

An(A+ I2) = 5n(A+ I2) (6.11)

が成立することが帰納的に証明できます．(6.10)−(6.11)から

(−6)An = (−1)n(A− 5I2)− 5n(A+ I2)

を経て

An = −1

6
{(−1)n(A− 5I2)− 5n(A+ I2)}

を得ます．

一般に 2次正方行列 A =

(
a b

c d

)
の固有方程式

λ2 − (a+ d)λ+ det(A) = 0

が相異なる 2根 αと β を持つと仮定します．

α ̸= β (6.12)

このとき固有多項式は

λ2 − (a+ d)λ+ det(A) = (λ− α)(λ− β)

と因数分解でき，解と係数の関係から

α+ β = a+ d, det(A) = αβ

も得ます．このことから Aに対して Hamiton-Cayleyの定理を適用すると

A2 − (α+ β)A+ αβI2 = O

が導かれます．これを

A(A− αI2) = β(A− αI2) (6.13)

A(A− βI2) = α(A− βI2) (6.14)

と変形すれば，帰納的に

An(A− αI2) = βn(A− αI2) (6.15)

An(A− βI2) = αn(A− βI2) (6.16)
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を得ます．(6.15)−(6.16)から

(β − α)An = (βn − αn)A+ αβ(αn−1 − βn−1)I2

が従います．仮定 (6.12)から β − α ̸= 0ですから公式

An =
βn − αn

β − α
A+ αβ

αn−1 − βn−1

β − α
I2 (6.17)

を得ます．この公式 (6.17)を

An =
αn

β − α
(βI2 −A)−

βn

β − α
(αI2 −A) (6.18)

と整理すると次の定理 6.7を示したことになります．� �
定理 6.7. A ∈M2(R)の固有多項式

ΦA(λ) = (λ− α)(λ− β)

が相異なる 2実根 α, β ∈ Rを持つとします．すなわち α ̸= β が成立するとし

ます．このとき nによらない 2次正方行列 X0, X1 ∈M2(R)が存在して

An = αnX0 + βnX1

が成立します．� �
演習 6.3. 以下の行列 A ∈ M2(R)に対して，Cayley-Hamiltonの定理を用いて An

を求めましょう．

(1)

(
1 2

3 −4

)
(2)

(
−4 −2
3 1

)
(3)

(
1 12

3 1

)

6.3.3 固有値が重根の場合

今度は 2次正方行列 A =

(
a b

c d

)
の固有方程式

λ2 − (a+ d)λ+ det(A) = 0

が重根 αを持つとします．このとき固有多項式は

λ2 − (a+ d)λ+ det(A) = (λ− α)2
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と因数分解でき，解と係数の関係から

2α = a+ d, det(A) = α2

も得ます．このことから Aに対して Hamiton-Cayleyの定理を適用すると

A2 − 2αA+ α2I2 = O

が導かれます．このとき重根を持たない上の場合と同様に

A(A− αI2) = α(A− αI2)

より
An(A− αI2) = αn(A− αI2) (6.19)

を得ます．これから An を求めるには以下のようにします．α = 0の場合は A2 = O

ですから，An = O (n ≥ 2)となります．以下 α ̸= 0の場合を考えます．B = 1
αAと

定めると Bn = 1
αnA

n が成立します．このとき (6.19) の両辺を 1
αn+1 倍して

Bn+1 −Bn = B − I

が成立することが分かります．階差が一定の B − I となりますから

Bn = B + (n− 1)(B − I)

が分かります．これから

An = αn−1A+ (n− 1)αn−1(A− αI2) = nαn−1A− (n− 1)αnI2 (6.20)

が導けます．

例 6.1. 正方行列

A =

(
1 −1
1 3

)
の固有多項式は ∣∣∣∣ λ− 1 1

−1 λ− 3

∣∣∣∣ = (λ− 2)2

と計算されます．Cayley-Hamiltonの定理によると

A2 − 4A+ 4I2 = 02 すなわち A(A− 2I2) = 2(A− 2I2)
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となります．ここで B = 1
2Aと定めると，この式から

Bn+1 −Bn = B − I2

が従いますから

Bn = B + (n− 1)(B − I) から 　 An = n2n−1A− (n− 1)2nI2

を得ます．

演習 6.4. 以下の A ∈ M2(R) に対して Cayley-Hamilton の定理を用いて An を求

めましょう．

(1) A =

(
7 4

−1 3

)
(2) A =

(
5 −1
9 −1

)
(3) A =

(
3 2

−2 −1

)

6.3.4 行列の多項式

固有多項式が重根を持つ実 2次正方行列 Aに対して A ∈ M2(R)の n乗を別の形

で計算します．

λの多項式
g(λ) = akλ

k + ak−1λ
k−1 + · · ·+ a1λ+ a0

と一般の 2次正方行列 A ∈M2(R)に対して

g(A) = akA
k + ak−1A

k−1 + · · ·+ a1A+ a0I2

と定めます．別の多項式

f(λ) = bℓλ
k + bℓ−1λ

ℓ−1 + · · ·+ b1λ+ b0

があるとき
f(A) + g(A) = (f + g)(A), f(A)g(A) = (fg)(A)

が成立します．

2次正方行列 A =

(
a b

c d

)
の固有方程式

λ2 − (a+ d)λ+ det(A) = 0

が重根 αを持つとします．このとき固有多項式は

λ2 − (a+ d)λ+ det(A) = (λ− α)2



176 第 6章 固有値問題入門–2次元の場合

と因数分解でます．λn を固有多項式 (λ− α)2 で割る余りを求めましょう．固有多項
式が 2次ですから，余りは λの 1次式です．従って

λn = φ(λ)(λ− α)2 + cλ+ d (6.21)

と定数 cと dを用いて表示できます．この式に λ = αを代入して

αn = cα+ d

を得ます．また (6.21)の両辺を λで微分して

nλn−1 = φ′(λ)(λ− α)2 + 2φ(λ)(λ− α) + c

を得ますが，これに λ = αを代入して

nαn−1 = c

が従います．以上から c = nαn−1 と d = −nαn + αn となり

λn = φ(λ)(λ− α)2 + nαn−1λ+ nαn − αn (6.22)

が成立します．これに Aを代入すると

An = nαn−1A− (nαn − αn)I2 = nαn−1A− (n− 1)αnI2

と 174ページの (6.20)を示すことができます．

演習 6.5. 以下のA ∈M2(R)に対して上で示した方法を用いてAn を求めましょう．

(1) A =

(
7 4

−1 3

)
(2) A =

(
5 −1
9 −1

)
(3) A =

(
3 2

−2 −1

)
(4) A =(

1 −1
1 3

)
演習 6.6. ここで示した方法を用いて 2次正方行列の固有多項式が重根を持たない場

合に An を求めてください（173ページの公式 (6.17)を示してください）．

演習 6.7. 以下の行列 A ∈ M2(R)に対して，演習 6.6で示した方法を用いて An を

求めましょう．

(1)

(
1 2

3 −4

)
(2)

(
−4 −2
3 1

)
(3)

(
1 12

3 1

)
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6.3.5 固有方程式が重根を持つ場合の標準形–Jordan標準形

今まで，固有多項式が相異なる実根を持つ場合，2次正方行列が対角化可能である

こと示しました．2次正方行列 Aの固有多項式 ΦA(λ)が，重根 αを持つ場合で対角

化できる場合

P−1AP =

(
α 0
0 α

)
= αI2

から
A = PαI2P

−1 = αI2

と単位行列 I2 の固有値倍であることが従います．したがって，単位行列の定数倍で

ある場合を除けば，固有多項式が重根を持つ場合は行列 Aは対角化できないことが

分かります．しかし，この場合も Jordan標準形と呼ばれる単純な標準形があり，応

用上有用です．

例 6.1で考えた 2次正方行列

A =

(
1 −1
1 3

)
について考えてみます．Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣ λ− 1 1
−1 λ− 3

∣∣∣∣ = (λ− 2)2

と λ = 2を重根として持ちます．まず

A− 2I =

(
−1 −1
1 1

)
に対して (A− 2I2)p⃗1 ̸= 0⃗であるベクトル p⃗1 を求めます．例えば

p⃗1 = e⃗1 =

(
1
0

)
と定めると

p⃗2 = (A− 2I2)p⃗1 =

(
−1
1

)
となります．このとき (A− 2I2)

2 = O2 が Cayley-Hamiltonの定理から従い，

(A− 2I2)p⃗2 = (A− 2I2)
2p⃗1 = O2p⃗1 = 0⃗ i.e. Ap⃗2 = 2p⃗2
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を得ます．以上から
Ap⃗1 = 2p⃗1 + p⃗2, Ap⃗2 = 2p⃗2

を得ますが，これを P = (p⃗1 p⃗2)を用いて行列で表現すると

AP = P

(
2 0
1 2

)
となります．さらに行列 P = (p⃗1 p⃗2)は正則であることが分かります．実際

c1p⃗1 + c2p⃗2 = 0⃗ (6.23)

から c1 = c2 = 0を示すことができます．(6.23)の両辺に (A− 2I2)をかけると

c1p⃗2 = 0⃗

となります．p⃗2 ̸= 0⃗から c1 = 0が従います（演習 6.1, 167ページ）．これを (6.23)

に代入すると
c2p⃗2 = 0⃗

を経て，c1 = 0を得ます．以上で

A = P

(
2 0
1 2

)
P−1

を得ます． (
2 0
1 2

)n

=

(
2n 0

n2n−1 2n

)
を帰納的に示すことができますから

An = P

(
2n 0

n2n−1 2n

)
P−1

を得ます．

一般に実 2次正方行列 Aの固有多項式 ΦA(λ)が重根を持ち，Aが単位行列の定数

倍でない場合は

A = P

(
α 0
1 α

)
P−1

を満たす正則行列を上のように構成することができます．

演習 6.8. 以下の A ∈M2(R)に対して Jordan標準形を求めましょう．

(1) A =

(
7 4

−1 3

)
(2) A =

(
5 −1
9 −1

)
(3) A =

(
3 2

−2 −1

)
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回転行列・直交行列・2次形式—2

次元の場合

7.1 回転行列

2次正方行列

R =

(
cosω − sinω
sinω cosω

)
を考えましょう．この行列は幾何的に大事な性質を持っています．そのことを理解す

るために 2次元ベクトル v⃗(̸= 0⃗) ∈ R2 を r > 0を用いて

v⃗ = r

(
cosφ
sinφ

)
と表示して Rを掛けます．

Rv⃗ =

(
cosω − sinω
sinω cosω

)
· r
(

cosφ
sinφ

)
= r

(
cosω cosφ− sinω sinφ
sinω cosφ+ cosω sinφ

)
= r

(
cos(ω + φ)
sin(ω + φ)

)

から Rv⃗ は v⃗ を角度 ω 回転したベクトルとなることが分かります．このことから R

を回転行列と呼びます．
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回転行列の性質をいくつか紹介しましょう．

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, Rθ′ =

(
cos θ′ − sin θ′

sin θ′ cos θ′

)
と定めると

RθRθ′ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
cos θ′ − sin θ′

sin θ′ cos θ′

)
=

(
cos θ cos θ′ − sin θ sin θ′ − sin θ cos θ′ − cos θ sin θ′

sin θ cos θ′ + cos θ sin θ′ − cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′

)
=

(
cos(θ + θ′) − sin(θ + θ′)
sin(θ + θ′) cos(θ + θ′)

)
= Rθ+θ′

から
RθRθ′ = Rθ+θ′ (7.1)

を得ます（この式は回転行列の幾何的な意味を考えると自然なものです）．回転行列

の積は回転行列になることに注意しましょう．

さらに (7.1)から
R−θRθ = RθR−θ = R0 = I2

が従いますが、これから回転行列は正則で逆行列が回転行列になることが分かります．

(Rθ)
−1

= R−θ =

(
cos(−θ) − sin(−θ)
sin(−θ) cos(−θ)

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
= t

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
= tR

から
tRR = RtR = I2 (7.2)

が従います．

回転行列 Rと任意のベクトル v⃗, w⃗ ∈ R2 に対して

(Rv⃗,Rw⃗) = (v⃗, w⃗) (7.3)

が成立します．これは v⃗ と w⃗のなす角度を ϕとするとき，内積が

(v⃗, w⃗) = ||v⃗|| · ||w⃗|| cosϕ
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と表されることから分かります．実際，回転してもベクトルの大きさと角度は変わり

ません．この (7.3)を

(RR⃗v⃗, Rw⃗) = (R⃗v⃗, tRRw⃗) = (R⃗v⃗, I2w⃗) = (R⃗v⃗, w⃗)

と (7.2)を用いて示すこともできます．ここで 49ページの (2.21)を用いました．す

なわち 2次正方行列 Aに対しては

(Av⃗, w⃗) = (v⃗, tAw⃗) (v⃗, w⃗ ∈ R2) (7.4)

が成立することを用いています．

演習 7.1. 次の計算をしましょう．

(1) Rπ
2

(
a

b

)
(2) R−π

2

(
a

b

)

7.2 直交行列

回転行列 Rは任意の v⃗, w⃗ ∈ R2 に対して

(Rv⃗,Rw⃗) = (v⃗, w⃗) (7.5)

を満たします．逆に，2次正方行列 P が任意の x⃗, y⃗ ∈ R2 に対して

(Px⃗, P y⃗) = (x⃗, y⃗) (7.6)

を満たしているとします．このとき P はどのような行列になるかについて考えてい

きます．(7.4)を用いると
(Px⃗, P y⃗) = (tPP x⃗, y⃗)

が成立しますから (7.6)は
(tPP x⃗, y⃗) = (x⃗, y⃗)

と必要十分です．さらに式を整理して

((tPP − I2)x⃗, y⃗) = 0 (7.7)

と必要十分です．ここで a⃗ ∈ R2 に対して

(⃗a, y⃗) = 0 (y⃗ ∈ R2) ⇐⇒ a⃗ = 0⃗ (7.8)
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が成立しますから，任意の x⃗, y⃗ ∈ R2 に対して (7.7) が成立することは

(tPP − I2)x⃗ = 0 (x⃗ ∈ R2)

が成立することと同値であることが分ります．さらに，2次正方行列 C ∈M2(R)に

対して
Cx⃗ = 0⃗ (x⃗ ∈ R2) ⇐⇒ C = O2 (7.9)

が成立しますから，結局，任意の x⃗, y⃗ ∈ R2 に対して (7.6) が成立することは

tPP = I2 (7.10)

と必要十分であることが証明できました．

さらに，(7.10)が成立するとき，

det(tPP ) = det(tP ) det(P ) = det(P )2 = det(I2) = 1

より
det(P ) = ±1 (7.11)

が従います．これから P は正則であることが分り，

tP = P−1

であることも分ります．そして

P tP = PP−1 = I2

が分ります．その結果

tPP = I2 ⇔ tPP = P tP = I2

が示されました．� �
定理 7.1. 2次正方行列 P ∈M2(R)に対して次の条件 (i), (ii), (iii), (vi)は必

要十分です（この条件を満たす 2次正方行列を直交行列といいます）．

(i) (Px⃗, P y⃗) = (x⃗, y⃗) (∀x⃗, y⃗ ∈ R2)

(ii) ||Px⃗|| = ||x⃗|| (∀x⃗ ∈ R2)

(iii) tPP = P tP = I2

(iv) P = (p⃗1 p⃗2)と列ベクトル表示をすると

||p⃗1|| = ||p⃗2|| = 1, (p⃗1, p⃗2) = 0

が成立する．� �
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(証明）(i)⇒(ii) は (i) において x⃗ = y⃗ とすれば従います．

(ii)⇒(i)は，一般に x⃗, y⃗ ∈ Rn に対して

||x⃗+ y⃗||2 − ||x⃗− y⃗||2 = 4(x⃗, y⃗)

が成立することを用いれば証明できます．

(i) ⇔(iii)は上で証明しました．

最後に (iii) ⇔(iv)を証明しましょう．P = (p⃗1 p⃗2) とすると

tPP =

(
tp⃗1
tp⃗2

)
(p⃗1 p⃗2) =

(
tp⃗1p⃗1

tp⃗1p⃗2
tp⃗2p⃗1

tp⃗2p⃗2

)
より

tPP = I2 ⇔ tp⃗1p⃗1 = tp⃗2p⃗2 = 1, tp⃗1p⃗2 = 0

⇔ ||p⃗1|| = ||p⃗2|| = 1, (p⃗1, p⃗2) = 0

が分かります．これから (iii)⇔(iv)が従います．(証明おわり）

演習 7.2. (7.8)と (7.9)を証明してください．

　次に上の条件 (iv)を用いて，直交行列

はどのような行列か考えてみましょう．

||p⃗1|| = 1ですから，

p⃗1 =

(
cosω
sinω

)
と表示できます．すると，||p⃗2|| =

1, (p⃗1, p⃗2) = 0 ですから，p⃗2 は p⃗1 を

±π
2 だけ回転したものになります．この

ことから

p⃗2 =

(
cos(ω ± π

2 )
sin(ω ± π

2 )

)
= ±

(
− sinω
cosω

)
と表示できます．以上で

P =

(
cosω − sinω
sinω cosω

)
または

(
cosω sinω
sin θ − cosω

)
と表示できることが分かりました．このそれぞれの行列の幾何学的な意味を考えま

しょう．
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(i) 最初に

P =

(
cosω − sinω
sinω cosω

)
の場合を考えましょう．これは 7.1節で考えた回転行列に他なりません．

(ii)　次に

P =

(
cosω sinω
sinω − cosω

)
の場合を考えましょう．そのための r > 0として

v⃗ = r

(
cosφ
sinφ

)
に対して P を掛けます．

P v⃗ =

(
cosω sinω
sinω − cosω

)
· r
(

cosφ
sinφ

)
= r

(
cosω cosφ+ sinω sinφ
sinω cosφ− cosω sinφ

)
= r

(
cos(ω − φ)
sin(ω − φ)

)
このとき P v⃗ は方向ベクトルが (

cos α
2

sin α
2

)
である原点を通る直線に関して v⃗ を折り返したものであることが分ります．

注意 7.1. P が直交行列とします．182ページの (7.11)で示しましたが

det(P ) = ±1

が成立します．(i)P が回転の場合

det(P ) = 1

となります．他方 (ii) P が折り返しの場合

det(P ) = −1

となります．

演習 7.3. P1, P2 が直交行列とします．P1P2 が直交行列であることを示しましょ

う．tP1 = P−1
1 も直交行列であることを示しましょう．
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演習 7.4. Q =

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
に対して Q2 を考えて Q−1 を求めましょう．

演習 7.5. p⃗ =

(
cos α

2

sin α
2

)
∈ R2 を考えます．v⃗ ∈ R2 の p⃗方向への直交射影を

w⃗ = (p⃗, v⃗) · p⃗

と定めます．このとき
q⃗ = v⃗ − 2(v⃗ − w⃗) = 2w⃗ − v⃗

に対して
q⃗ = Qv⃗

と Q ∈M2(R)を用いて表されることを示しましょう．そして Qを求めましょう．

7.3 2次形式

7.3.1 2次形式

まず具体的な問題から考えていきます．

行列

A =

(
5 2
2 2

)
は，条件 tA = A を満たすので対称行列と呼ばれます．この場合，必ず対角化可能

で，しかも直交行列 P を用いて P−1AP = tPAP が対角行列となるように対角化で

きます．

このことを示すために，まず Aの固有値を求めます．そのために固有方程式

|λI2 −A| =
∣∣∣∣ λ− 5 −2
−2 λ− 2

∣∣∣∣ = (λ− 5)(λ− 2)− (−2)× (−2)

= λ2 − 7λ+ 6 = (λ− 1)(λ− 6) = 0

を解くと，λ = 1, 6が固有値であることが分ります．それぞれの固有ベクトルを求め

ましょう．

λ = 1のとき (
−4 −2
−2 −1

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔ 2x+ y = 0
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ですから，固有ベクトルは(
x
y

)
=

(
x
−2x

)
= x

(
1
−2

)
(x ̸= 0)

となります．

λ = 6のとき (
1 −2
−2 4

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔ x− 2y = 0

ですから，固有ベクトルは(
x
y

)
=

(
2y
y

)
= y

(
2
1

)
(y ̸= 0)

となります．

ここで

p⃗1 =
1√
5

(
1
−2

)
, p⃗2 =

1√
5

(
2
1

)
, P = (p⃗1 p⃗2)

と定めると
||p⃗1|| = ||p⃗2|| = 1, (p⃗1, p⃗2) = 0

が成立しますから行列 P は直交行列です（この場合は回転行列になっています）．こ

の P を用いると

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (1 · p⃗1 6 · p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
1 0
0 6

)
= P

(
1 0
0 6

)
すなわち

tPAP =

(
1 0
0 6

)
と対角化できます．

なぜこのように，直交行列によって対角化するかについて説明します．それは，A

が定める 2次形式 5x2 + 4xy + 2y2 を考えるからです．すなわち

5x2 + 4xy + 2y2 =

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
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について考えます．演習 7.3（184）にあるように tP も直交行列ですから

(
ξ

η

)
=t

P

(
x

y

)
と定めると

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
=

(
tPAP tP

(
x
y

)
,t P

(
x
y

))
=

((
1 0
0 6

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= ξ2 + 6η2

が導かれます．

このことを用いて，制約条件 x2 + y2 = 1の下で 2次形式

5x2 + 4xy + 2y2

を最大化・最小化することを考えます．制約条件の x2 + y2 = 1は∥∥∥∥( x
y

)∥∥∥∥2 = 1

とノルムを使って書くことができます．tP が直交行列であることを用いると∥∥∥∥( ξ
η

)∥∥∥∥2 =

∥∥∥∥tP ( x
y

)∥∥∥∥2 =

∥∥∥∥( x
y

)∥∥∥∥2 = 1

から，制約条件は (ξ, η)座標で
ξ2 + η2 = 1

と表されることが分かります．この制約条件を用いて ξ2 + 6η2 から ξ を消去すると

ξ2 + 6η2 = (1− η2) + 6η2 = 1 + 5η2 ≥ 1

と制約条件の下で値が 1 以上となります．さらに，この不等式は η = 0，従って

ξ = ±1で等号が成立します．よって最小値は(
x
y

)
= P

(
±1
0

)
= ±p⃗1

のときに 1を取ります．次に η を消去します．すると

ξ2 + 6η2 = ξ2 + 6(1− ξ2) = 6− 5η2 ≦ 6
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と制約条件の下で値が 6 以下となります．さらに，この不等式は ξ = 0，従って

η = ±1で等号が成立します．よって最大値は(
x
y

)
= P

(
0
±1

)
= ±p⃗2

のときに 6を取ります．

演習 7.6. (1) 対称行列

A =

(
2 1
1 2

)
を直交行列で対角化しましょう．

(2) 制約条件 x2 + y2 = 1の下で関数

z = 2x2 + 2xy + 2y2

の最小値・最大値を求めましょう．

演習 7.7. 以下の対称な A ∈M2(R)を回転行列で対角化して，Aが定める 2 次形式

を回転座標変換で簡単にしましょう．

(1) A =

(
−1 3

3 7

)
(2) A =

(
1 4

4 7

)
以上の例を下に，一般的な 2次の対称行列の対角化と 2次形式について述べます．

対称行列

A =

(
a c
c b

)
の固有方程式

ΦA(λ) =

∣∣∣∣ λ− a −c
−c λ− b

∣∣∣∣ = (λ− a)(λ− b)− c2 = λ2 − (a+ b)λ+ (ab− c2) = 0

の判別式は
D = (a+ b)2 − 4(ab− c2) = (a− b)2 + c2 ≧ 0

ですから，判別式は非負となります．従って，対称行列 Aの固有値 α, β は実数とな

ります．
α, β ∈ R

さらに固有方程式が重根を持つ場合，すなわち α = β の場合を考えましょう．

D = 0⇔ a = b, c = 0
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ですから，
A = aI2

を満たす aがなければ，言い換えれば Aが単位行列の定数倍でなければ Aの固有方

程式は 2相異実根
α ̸= β

を持つことが従います．� �
定理 7.2. (i) 対称行列 Aの固有値 α, β は実数となります．

(ii) (i)において α = β となることと A = aI2 となることとは必要十分です．� �
以下，α ̸= β の場合だけを考えます．まず αと β の固有ベクトル v⃗1，v⃗2 を取りま

す．このとき
Av⃗1 = αv⃗1, Av⃗2 = βv⃗2 (7.12)

が成立します．このとき
(v⃗1, v⃗2) = 0 (7.13)

が成立します．実際
(Av⃗1, v⃗2) = (v⃗1, Av⃗2)

が tA = Aから従いますが，さらに (7.12) から

(Av⃗1, v⃗2) = α(v⃗1, v⃗2), (v⃗1, Av⃗2) = β(v⃗1, v⃗2)

が成立します．以上から
α(v⃗1, v⃗2) = β(v⃗1, v⃗2)

が証明されました．α ̸= β から (7.13)が従います．ここで v⃗1，v⃗2 の方向の単位ベク

トルを定めます．すなわち

p⃗1 =
1

||v⃗1||
v⃗1, p⃗2 =

1

||v⃗2||
v⃗2

とします．すると
||p⃗1|| = ||p⃗2|| = 1, (p⃗1, p⃗2) = 0

が成立しますから
P = (p⃗1 p⃗2)
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は直交行列となります．さらに

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (αp⃗1 βp⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
α 0
0 β

)
= P

(
α 0
0 β

)
から

A = P

(
α 0
0 β

)
tP

と直交行列で対角化することができます．ここで det(P ) = 1 のときは P は回転

行列になります．また det(P ) = −1 のときは P = (p⃗1 p⃗2) の列ベクトルを用いて

R = (p⃗1 − p⃗2)と定めると Rは det(R) = 1となりますから，回転行列であることが

分かります．さらに

AR = R

(
α 0
0 β

)
となりますから，対称行列 Aは回転行列で対角化できることが分かります．� �
定理 7.3. 対称行列 Aは直交行列（回転行列）P を用いて

A = P

(
α 0
0 β

)
tP

と対角化できます．� �
次に Aが定める 2次形式

(Av⃗, v⃗)

を考えます．これは

v⃗ =

(
x
y

)
と定めると

(Av⃗, v⃗) =

(
a c
c b

)(
x
y

)
= ax2 + 2cxy + by2

と表示されます．ここで Aの直交行列による対角化

A = PA0
tP ただし A0 =

(
α 0
0 β

)
を用います．すなわち

(Av⃗, v⃗) = (PA0
tP v⃗, v⃗) = (tPPA0

tP v⃗, tP v⃗) = (A0
tP v⃗, tP v⃗)
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において p⃗ = tP v⃗ を

p⃗ =

(
ξ
η

)
と表示すると

(Av⃗, v⃗) = (A0
tP v⃗, tP v⃗) = (A0p⃗, p⃗)

=

((
α 0
0 β

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= αξ2 + βη2

が従います．ここで次の問題を考えます．� �
問題

x2 + y2 = 1

の下で
z = ax2 + 2cxy + by2

の最大値，最小値を求める．� �
制約条件

x2 + y2 = 1

は
||v⃗||2 = 1

と同値ですから
||p⃗||2 = ||tP v⃗||2 = ||v⃗||2 = 1

が従います．これは
ξ2 + η2 = 1

と必要十分です．以下
α < β

として考えます．ξ2 = 1− η2 を用いて ξ を消去すると

z = αξ2 + βη2 = α(1− η2) + βη2 = α+ (β − α)η2 ≧ α

を得ます．この不等式において η = 0 従って ξ = ±1 のとき等号が成立します．
従って

v⃗ = P p⃗ = P

(
±1
0

)
= ±p⃗1
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のときに最小値 αを取ることが示されました．

同様に，η2 = 1− ξ2 を用いて η を消去すると

z = αξ2 + βη2 = αξ2 + β(1− ξ2) = β − (β − α)ξ2 ≦ β

を得ます．この不等式において ξ = 0 従って η = ±1 のとき等号が成立します．
従って

v⃗ = P p⃗ = P

(
0
±1

)
= ±p⃗2

のときに最大値 β を取ることが示されました．

7.3.2 主成分分析

統計量をベクトルの内積やノルムで表現した??節の状況で考えます．対になって

いる変量 (x, y)のデータ

x1 y1
x2 y2
・ ・
・ ・
・ ・
xn yn

(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), · · · , (xN , yN )

が与えられているとします． このとき，新たな変量

z = sx+ ty

を定数 sと tを用いて定義すると，z の分散は??ページの (??) で示

しましたが

V (z) = s2V (x) + 2stCov(x, y) + t2V (y)

=

(
C

(
s
t

)
,

(
s
t

))
と分散共分散行列，または単純に分散行列

C =

(
V (x) Cov(x, y)

Cov(x, y) V (y)

)
を用いて表示することができます．C は対称行列ですから，ある直交行列 P を用

いて
tPCP =

(
α 0
0 β

)
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と対角化できます．これを用いると

(
ξ

η

)
= tP

(
s

t

)
を用いて V (z)は

V (z) =

(
tPCP tP

(
s
t

)
, tP

(
s
t

))
= αξ2 + βη2

と標準形に変換できます．以下 α < β と仮定して*1 ，制約条件 s2 + t2 = 1の下で

V (z)を最大化・最小化すると，前節の結果から

(i)

(
s

t

)
= ±p⃗1 =

(
p11

p21

)
において V (z) は最小値 β を取り，(ii)

(
s

t

)
=

±p⃗2 =

(
p12

p22

)
において V (z)は最大値 αを取ります．

統計学では，最大の分散を取る

z = p12x+ p22y

のことを，主成分と呼びます．データの 2次元散布図を描いたときに，バラツキが最

大になる方向を知りたいときに主成分分析を行うことにも注意しましょう．

7.3.3 2次形式の正定値・負定値

対称行列

A =

(
a c
c b

)
が定める 2次形式

z = f(x, y) =

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
= ax2 + 2cxy + by2

は，回転行列 P を用いた回転座標変換(
ξ
η

)
= tP

(
x
y

)
を用いて

z = αξ2 + βη2

*1 α = β の場合，C が対角行列となります．これは，x と y の相関係数が 0 の場合ですから，考え
る重要性がありません．
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と Aの固有値 αと β で表すことができます．z = f(x, y)のグラフの概形は，αと β

の符号で次のようになります（ここでは，αβ ̸= 0の場合だけを示します）．

(i)

-10
-5

0
5

10-10

-5
0
5
10

0
50

100
150
200

-10
-5

0
5

10

α, β > 0

(ii)

-10
-5

0
5

10-10

-5
0
5
10

-200
-150
-100
-50
0

-10
-5

0
5

10

α, β < 0

(iii)

-10
-5

0
5

10-10

-5
0
5
10

-100
-50
0

50
100

-10
-5

0
5

10

αβ < 0

上で説明した 3つの場合に分けて考えていきます．そのために，Aの固有多項式の

計算
λ2 − (a+ b)λ+ det(A) = (λ− α)(λ− β)

から
a+ b = α+ β, det(A) = ab− c2 = αβ (7.14)

に注意しましょう．このことから，det(A) ̸= 0とすると，上の (i), (ii), (iii)のいず

れか一つの場合に当てはまることが分かります（このとき，考える 2 次形式は非退

化であるといいます）．

(i) α, β > 0の場合は，

ab = c2 + αβ > 0, a+ b = α+ β > 0

から a, b > 0 が成立します*2．また，det(A) = αβ > 0 も成立します．また，この

とき
(Av⃗, v⃗) > 0 (v⃗ ̸= 0⃗)

が成立します．

(ii) α, β < 0の場合は，

ab = c2 + αβ > 0, a+ b = α+ β < 0

から a, b < 0が成立します．また，det(A) = αβ > 0も成立します．また，このとき

(Av⃗, v⃗) < 0 (v⃗ ̸= 0⃗)

*2 a, b ∈ Rに対して a, b > 0 ⇔ a+ b > 0, ab > 0であることを用いています．



7.3 2次形式 195

が成立します．

(iii) αβ < 0の場合は，det(A) = αβ < 0が成立します．簡単のために α > 0, β < 0

とすると P = (p⃗1 p⃗2)で与えられる固有ベクトル P = (p⃗1 p⃗2)で与えられる 2つの

方向に関して顕著なことが分かります．すなわち

v⃗ =

(
x
y

)
= P

(
ξ
0

)
= ξp⃗1

であるとき
z = (Av⃗, v⃗) = αξ2

となり，他方

v⃗ =

(
x
y

)
= P

(
0
η

)
= ηp⃗2

であるとき
z = (Av⃗, v⃗) = βη2

が成立します．この η = 0の断面と ξ = 0を下図に与えましょう．

以上の考察から，次を示すことができます．
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定理 7.4. (I) 対称行列

A =

(
a c
c b

)
に対して以下の条件は同値です（このとき Aが定める 2次形式は正定値である

といいます）．

(i) Aが定める 2次形式に対して

(Av⃗, v⃗) > 0 (v⃗ ̸= 0⃗)

が成立します．

(ii) Aの固有値 α, β が α > 0, β > 0 を満たします．

(iii) Aは det(A) > 0かつ a > 0を満たします．

(II) 上の対称行列 Aに関して，以下の条件は同値です（このとき Aが定める 2

次形式は負定値であるといいます）．

(i) Aが定める 2次形式に対して

(Av⃗, v⃗) < 0 (v⃗ ̸= 0⃗)

が成立します．

(ii) Aの固有値 α, β が α < 0, β < 0 を満たします．

(iii) Aは det(A) > 0かつ a < 0を満たします．� �
定理 7.4の (I)の場合を示しましょう．

(ii) ⇒ (iii) これは上で示されています．

(iii) ⇒ (ii) (7.14)で示した

a+ b = α+ β, det(A) = ab− c2 = αβ (7.15)

を用います．
ab ≥ ab− c2 = det(A) > 0

から ab > 0が分かります．これと a > 0から b > 0が分かります．

α+ β = a+ b > 0

と
αβ = det(A) > 0

から α, β > 0が従います．
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(i) ⇒ (ii)　 tPAP =

(
α 0

0 β

)
と直交行列 P で対角化します．そして tP v⃗ =

(
ξ

η

)
とします．このとき

(Av⃗, v⃗) = αξ2 + βη2

となります．ここで tP v⃗ =

(
1

0

)
すなわち v⃗ = p⃗1 ̸= 0⃗とすると

0 < (Ap⃗1, p⃗1) = α · 1 + β · 0 = α

から α > 0が従います．他方 tP v⃗ =

(
0

1

)
すなわち v⃗ = p⃗2 ̸= 0⃗とすると

0 < (Ap⃗2, p⃗2) = α · 0 + β · 1 = β

から β > 0が従います．

(ii) ⇒ (i) 上で α, β > 0とすると

(Av⃗, v⃗) = αξ2 + βη2 ≥ 0

が分かります．この不等式の等号成立条件*3は

αξ2 = βη2 = 0

すなわち ξ = η = 0ですが，これは v⃗ ̸= 0⃗と必要十分条件です．よって

(Av⃗, v⃗) > 0 (v⃗ ̸= 0⃗)

が示されました．

(iii) ⇒ (i) v⃗ =

(
x

y

)
とします．このとき

(Av⃗, v⃗) = ax2 + 2cxy + by2

= a
(
x+

c

a
y
)2

+
ab− c2

a
y2 ≥ 0

が a > 0, ab− c2 > 0から分かります．最後の不等式の等号成立条件は

a
(
x+

c

a
y
)2

=
ab− c2

a
y2 = 0

*3 a, b ∈ Rが a, b ≥ 0を満たすとき a+ b = 0 ⇔ a = b = 0であることを用いています．
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で、これは x = y = 0と必要十分です．従って v⃗ =

(
x

y

)
̸= 0⃗ ならば

(Av⃗, v⃗) > 0

であることが分かります．

(i) ⇒ (iii) v⃗ =

(
1

0

)
とすると

(
A

(
1
0

)
,

(
1
0

))
= a > 0

が従います．さらに，上で v⃗ = t(− c
a 1) ̸= 0⃗とすると

(Av⃗, v⃗) =
ab− c2

a
> 0

から ab− c2 > 0も分かります．

演習 7.8. 対称行列 Aが定める 2次形式が正定値であるとします．このとき Aが正

則であることを確認して，A−1 が対称で A−1 が定める 2次形式も正定値であること

を示しましょう．

退化している場合

以上は，Aが定める 2次形式が非退化の場合でした．det(A) = αβ = 0 の場合を

考えます．この場合，少なくとも 1個の固有値が 0となります (両方の固有値が 0の

場合は，A = O2 とゼロ行列になってしまいます)．ここでは α = 0かつ β ̸= 0の場

合を考えます．この場合は

v⃗ =

(
x
y

)
= P

(
ξ
0

)
= ξp⃗1

であるとき
z = (Av⃗, v⃗) = αξ2 = 0

となります．原点を通り p⃗1 の方向の直線上，2次形式が常にゼロになります．β > 0

の場合は
z = (Av⃗, v⃗) = βη2 ≧ 0

となり，他方 β < 0の場合は

z = (Av⃗, v⃗) = βη2 ≦ 0

となります．
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7.3.4 非負定値・非正定値

対称行列 A =

(
a c

c b

)
について考えます．

(Av⃗, v⃗) ≥ 0 (v⃗ ∈ R2)

が成立するとき，Aが定める 2次形式は非負定値であるといいます．他方、

(Av⃗, v⃗) ≤ 0 (v⃗ ∈ R2)

が成立するとき，Aが定める 2次形式は非正定値であるといいます．定理 7.4と同様

にこの性質は Aの成分や行列式、または Aの固有値で特徴付けができます．� �
定理 7.5. (I)対称行列 A =

(
a c

c b

)
に対して次の条件はすべて必要十分です．

(i) Aが定める 2次形式 (Av⃗, v⃗)は非負定値です．

(ii) Aの固有値 α, β は α, β ≥ 0を満たします．

(iii) a, b ≥ 0, det(A) ≥ 0

(II)対称行列 A =

(
a c

c b

)
に対して次の条件はすべて必要十分です．

(i) Aが定める 2次形式 (Av⃗, v⃗)は非正定値です．

(ii) Aの固有値 α, β は α, β ≤ 0を満たします．

(iii) a, b ≤ 0, det(A) ≥ 0� �
この定理 7.5の証明は定理 7.4とほぼ同様です．より具体的には (i)⇔ (ii) と (ii)⇔

(iii) は２つの定理の証明でほぼ同じです．

Gram行列

B = (p⃗ q⃗)を n× 2行列とします．このとき列ベクトルは

p⃗, q⃗ ∈ Rn

であることに注意しましょう．ここで

A = tAA =

(
tp⃗
tq⃗

)(
p⃗ q⃗

)
=

(
||p⃗||2 (p⃗, q⃗)
(q⃗, p⃗) ||q⃗||2

)
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は 2次の対称行列となります．この Aを B が定める Gram行列と呼びます．

(Av⃗, v⃗) = (tAAv⃗, v⃗) = (Av⃗,Av⃗) = ∥Av⃗∥2 ≥ 0

から行列 Aが定める 2次形式は非負定値であることが分かります．より詳しくは以

下の定理が成立します．� �
定理 7.6. B = (p⃗ q⃗)を n× 2行列とします．

(1) A = tBB が定める 2次形式は非負定値です．

(2) A = tBB が定める 2次形式が正定値である必要十分条件は p⃗と q⃗ が平行で

ないことです．このとき Aは正則になります．� �
（証明） (1)は証明しました．定理 7.5から Aの固有値 α, β は α, β ≥ 0を満たすこ

とに注意しましょう．

(2) 定理 7.4 を用いると，A が定める 2 次形式が正定値である必要十分条件は

α, β > 0 であることが分かります．

det(A) = αβ ≥ 0

が成立していますから、この条件は det(A) ̸= 0すなわち Aが正則であることと必要

十分です．155ページの (5.19)を用いるとこの条件は

ker(A) = {⃗0}

すなわち
c1p⃗+ c2q⃗ = 0⃗⇒ c1 = c2 = 0

であることと必要十分です．

7.4 2次曲線

平面の座標を (x, y)として，(x, y)の 2次式

ax2 + 2cxy + by2 + dx+ ey + f = 0 (7.16)

を満たす点全体のことを，この 2 次式 (7.16) が定める 2 次曲線といいます．この 2

次曲線を平行移動座標変換と回転座標変換で簡単な形のものに変換することを考えま

す．2次の項がない場合は考える必要はないですから

A =

(
a c
c b

)
̸= O2
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を仮定します．また

b = (d e), v⃗ =

(
x
y

)
と定めます．このとき (7.16)は

(Av⃗, v⃗) + bv⃗ + f = 0

と表現できます．

まず 1次の項を平行移動座標変換で消すことができるか考えます．すなわち

v⃗0 =

(
x0
y0

)
として

(Av⃗, v⃗) + bv⃗ + f = (A(v⃗ − v⃗0), (v⃗ − v⃗0)) + f ′ (7.17)

が恒等的に成立するために v⃗0 と f ′ を定めることができるかを考えます．(7.17)の右

辺を展開すると

(A(v⃗ − v⃗0), (v⃗ − v⃗0)) + f ′ = (Av⃗, v⃗)− (Av⃗, v⃗0)− (Av⃗0, v⃗) + (Av⃗0, v⃗0) + f ′

= (Av⃗, v⃗)− 2(Av⃗0, v⃗) + (Av⃗0, v⃗0) + f ′

となりますから (7.17)は

(2Av⃗0 +
tb, v⃗) + f − f ′ − (Av⃗0, v⃗0) = 0

と必要十分です．これがすべての v⃗ ∈ R2 に対して成立する条件は

2Av⃗0 +
tb = 0⃗, 　 f ′ = f − (Av⃗0, v⃗0)

です．

非退化の場合

(I) まず det(A) ̸= 0の場合を考えます．このとき

v⃗0 = −1

2
A−1tb

と上の条件を満たす v⃗0 を定めることができます．そこで{
X = x− x0
Y = y − y0
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と座標を平行移動すると，与えられた 2次曲線は

aX2 + 2cXY + bY 2 + f ′ = 0

となります．

さらに 2次の部分を回転座標変換によって，単純なものにします．Aは対称行列で

すから回転行列 R = (r⃗1 r⃗2) によって

A = R

(
α 0
0 β

)
tR

と対角化できます．det(A) ̸= 0の場合を考えていますから，

det(A) = αβ

を考えると
α ̸= 0, β ̸= 0

であることが分かります．ここで回転の行列 Rによって(
ξ
η

)
= tR

(
X
Y

)
とすれば，

aX2 + 2cXY + bY 2 + f ′ = α1ξ
2 + β2η

2 + f ′

となります．以上をまとめると以下を得ます．



7.4 2次曲線 203� �
2次曲線

ax2 + 2cxy + by2 + dx+ ey + f = 0 (7.18)

が与えられているとき A =

(
a c

c b

)
, b = (d e) と定めます．

det(A) = ab− c2 ̸= 0

を仮定します．このとき

v⃗0 =

(
x0
y0

)
= −1

2
A−1tb

と
tRAR =

(
α 0
0 β

)
を満たす回転行列 Rによって、平行移動座標変換{

X = x− x0
Y = y − y0

と回転座標変換 (
ξ
η

)
= tR

(
X
Y

)
を合成して得られる座標 (ξ, η)を用いると，2次曲線 (7.18)は

αξ2 + βη2 + f ′ = 0

と表せます．ここで α, β は Aの固有値であり，

f ′ = f − ax20 − 2cx0y0 − by20

です．� �
ここでさらに場合を分けます．

(a) αβ > 0のとき

(a-i) αと −f ′ が同符号のとき
2次曲線 (7.18)は楕円になります．

(a-ii) f ′ = 0のとき
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2次曲線 (7.18)は 1点 (ξ, η) = (0, 0)すなわち (x, y) = (x0, y0)になります．

(a-iii) αと −f ′ が異符号のとき
2次曲線は空集合になります．

(b) αβ < 0のとき

(b-i) f ′ ̸= 0のとき

2次曲線 (7.18)は双曲線になります．

(b-ii) f = 0のとき

2次曲線 (7.18)は交わる 2直線となります．

例 7.1. 2次曲線
x2 − xy + y2 − 2x+ 4y = 0 (7.19)

について考えます．

A =

(
1 1

2
1
2 1

)
, b = (−2 4), v⃗ =

(
x
y

)
とすると (7.19)は

(Av⃗, v⃗) + bv⃗ = 0 (7.20)

と表されます．

v⃗0 =

(
x0
y0

)
= −1

2
A−1tb = −1

2
· 4
3

(
1 − 1

2
− 1

2 1

)(
−2
4

)
=

(
8
3
− 10

3

)
と

f ′ = f − (Av⃗0, v⃗0) = −
28

3

から (
ξ
η

)
= v⃗ − v⃗0 =

(
x− x0
y − y0

)
と平行座標変換をすると (7.19)は(

A

(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
− 28

3
= 0

となります．さらに Aを回転行列 R = 1√
2

(
1 −1
1 1

)
で

tRAR =

(
3
2 0
0 1

2

)
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と対角化します．そして (
X
Y

)
= tR

(
ξ
η

)
と回転座標変換をすると (7.19)は

3

2
X2 +

1

2
Y 2 − 28

3
= 0

と表されます．

退化している場合

(II) 次に det(A) = ab− c2 = 0 の場合を考えましょう．この場合，非退化の場合

のように 1次の項を消すことができません．それでも対称行列の Aはある回転行列

Rを用いて

A = R

(
α 0
0 β

)
tR

と対角化できます．det(A) = 0を仮定していましたから，

det(A) = αβ

を用いると
α = 0 または β = 0

が成立します．もし α = β = 0が成立すると

A = RO2
tR = O2

となりますから，仮定から αまたは β の一方が 0で，他方が 0でありません．ここで

α ̸= 0, β = 0

を仮定しましょう．このとき回転座標変換(
ξ
η

)
= tR

(
x
y

)
によって

ax2 + 2cxy + by2 = ϵ1ξ
2

と表示されます．このことから (ξ, η)座標を用いると

αξ2 + d′ξ + e′η + f = 0 (7.21)
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と表示されます．ここで場合を分けます．

(a) e′ = 0のとき (7.21)は
αξ2 + d′ξ + f = 0

となりますが，この ξ に関する判別式

D = d′
2 − 4fϵ1

に関してさらに場合分けが必要となります．

(a-i) D > 0のとき，(7.21)は η 軸に平行な 2直線となります．

(a-ii) D = 0のとき，(7.21)は η 軸に平行な 1直線となります．

(a-iii) D < 0のとき，(7.21)は空集合となります．

(b) e′ ̸= 0のとき (7.21)は

η = −α
e′
ξ2 − d′

e′
− f

e′
(7.22)

と，軸が η 軸に平行な放物線になります．

例 7.2. 2次曲線
x2 + 2xy + y2 − 8x (7.23)

を考えます.これは
(x+ y)2 − 8x (7.24)

と変形します．ここで(
X
Y

)
=

1√
2

(
1 1
−1 1

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

)
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)(
X
Y

)
と回転座標変換を用いると (√

2X
)2
− 8 · 1√

2
(X − Y )

すなわち

Y = − 1

2
√
2
(X +

√
2)2 +

1√
2

と放物線であることが分かります．
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演習 7.9. 次の 2次曲線を座標の平行移動と回転座標変換を用いて簡単にしましょう。

(1) 2x2 −
√
3xy + y2 + (2

√
3− 4)x+ (

√
3− 4)y + (4−

√
3) = 0

(2) x2 − 4xy + 4y2 − 8x+ 6y = 0

(3) 2x2 + 4xy − y2 − 20x− 8y + 32 = 0

(4) x2 + xy + y2 + x+ y = 0

(5) x2 − 4xy + y2 + 2x+ 4y − 5 = 0

(6) x2 − 4xy + 4y2 − 5y − 2 = 0
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第 8章

固有値問題—3次元の場合

8.1 基本的な補助定理

値をKにとる B ∈ M3(K)を考えます．次の定理 8.1 が 3次元の固有値問題を考

える基礎となります.� �
定理 8.1. 次の条件 (i), (ii), (iii)は必要十分です．

(i) B は正則です．

(ii) B = (⃗b1 b⃗2 b⃗3)と B を列ベクトル表示すると，b⃗1, b⃗2, b⃗3 は 1次独立にな

ります．すなわち

c1⃗b1 + c2⃗b2 + c3⃗b3 = 0⃗ ⇒ c1 = c2 = c3 = 0 (8.1)

が成立します．

(iii) det(B) ̸= 0� �
Proof. (i)⇒ (ii) (8.1)は

Bc⃗ = 0⃗⇒ c⃗ = 0⃗

と必要十分であることに注意しましょう．(i)を仮定すると Bc⃗ = 0⃗の両辺に B−1 を

掛けて c⃗ = B−1Bc⃗ = B−10⃗ = 0⃗となり，(ii)が従います．

(i)⇒ (iii)

det(B) det(B−1) = det(BB−1) = det(I3) = 1

から det(B) ̸= 0が従います．
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(iii)⇒ (i) B̃ を B の余因子行列とするとき

BB̃ = B̃B = det(B)I3

が成立しますから，B−1 = 1
det(B) B̃ と逆行列を求めることができます．

(ii)⇒ (iii) 対偶のNOT(iii)⇒ NOT(iii) を証明します．そのために，det(B) = 0

を仮定します．B の列ベクトル表示 B = (⃗b1 b⃗2 b⃗3) において b⃗1 = 0 が成立するな

らば，

(⃗0 b⃗2 b⃗3)

1
0
0

 = 1 · 0⃗ + 0 · b⃗2 + 0 · b⃗3 = 0⃗

からNOT (ii)が成立します．以下では b⃗1 ̸= 0⃗とします．このとき有限回の行基本

変形によって

B → · · · → B0 =

 b′1 b′2 b′3
0 c11 c12
0 c21 c22


と変形できます．ただしここで b′1 ̸= 0となります．しかも Bv⃗ = 0⃗⇔ B0v⃗ = 0⃗とな

り，ここで用いる行基本変形では行列式が 0である性質は保たれますから

det(B0) = b′1

∣∣∣∣c11 c12
c21 c22

∣∣∣∣ = 0

従って ∣∣∣∣c11 c12
c21 c22

∣∣∣∣ = 0

となります．このことから，ある

(
y0

z0

)
̸= 0⃗が

(
c11 c12
c21 c22

)(
y0
z0

)
= 0⃗

を満たします．ここで

x0 = − 1

b′1
(b′2y0 + b′3z0)

と定めると，v⃗0 = t(x0 y0 z0) ̸= 0⃗で

B0v⃗0 = 0⃗

を満たします．これは Bv⃗0 = 0⃗を意味しますから，NOT (ii) を導きました．
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定理 8.1の内容で次節以降で応用を展開しやすい形を系として掲げましょう．� �
系 8.1. B ∈M3(K)に対して以下のNOT(ii)とNOT(iii)は必要十分です．

NOT(ii) ある v⃗ ∈ K3 に対して Bv⃗ = 0⃗, v⃗ ̸= 0⃗ が成立します．

NOT(iii)　 det(B) = 0� �
注意 8.1. 系 8.1 において，K = Rのとき，すなわち B が実数値のときにはNOT

(ii)で v⃗ ∈ R3 と実数値の非自明解がとれることに注意しましょう

8.2 固有値・固有ベクトル

3次正方行列 A ∈M3(K)を考えます．Aの成分を

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


とします．ある v⃗ ∈ K3 が存在して

Av⃗ = αv⃗, v⃗ ̸= 0⃗

が成立するとき，α ∈ Kは Aの固有値であるといいます．そして v⃗ を固有値 αに対

する固有ベクトルであるといいます．

Av⃗ = αv⃗ ⇔ (αI3 −A)v⃗ = 0⃗

であることに注意すると，α ∈ Kが Aの固有値であることと

det(αI3 −A) = 0

と必要十分であることが分かります（定理 8.1）．

ここで Aの固有多項式を

ΦA(λ) := det(λI3 −A) =

∣∣∣∣∣∣
λ− a11 −a12 −a13
−a21 λ− a22 −a23
−a31 −a32 λ− a33

∣∣∣∣∣∣ (8.2)

と定めます．固有多項式を定める行列式を少し展開していきます．すなわち

ΦA(λ) = (λ− a11)(λ− a22)(λ− a33) +
∑
σ ̸=id

bσ(1)1bσ(2)2bσ(3)3
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とします．ここで λI3 − A = (bij)と成分を表しています．この式で σ ̸= idである

とします．もし
j = σ(i) ̸= i

とすると
σ(j) ̸= σ(i) = j

となりますから，ある i列で σ が非対角成分を選ぶと別の j 列でも非対角成分が選ば

れます．したがって，固有多項式の
∑

σ ̸=id の部分は λに関して 1次以下の多項式と

なることが分かります．以上から

ΦA(λ) = (λ− a11)(λ− a22)(λ− a33) + (λの 1次式)

であることが導かれました．さらに (8.2)において λ = 0とすると

det(−a⃗1 − a⃗2 − a⃗3) = −det(A)

から
ΦA(λ) = λ3 − (a11 + a22 + a33)λ

2 + c1λ− det(A) (8.3)

と表されます．ここで
tr(A) = a11 + a22 + a33

と Aのトレース（跡）を定義します．また演習 8.1または演習 8.2によると

c1 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ (8.4)

となる*1ことも分かります．

演習 8.1. A = (⃗a1 a⃗2 a⃗3)と列ベクトル表示をするとき

ΦA(λ) = |λe⃗1 − a⃗1 λe⃗2 − a⃗2 λe⃗3 − a⃗3|

において各列の線型性を用いて展開して (8.4)を示しましょう．

演習 8.2. a⃗(t), b⃗(t), c⃗(t) を 3 次元ベクトルに値をとる微分可能な関数とします．こ

のとき

d

dt

∣∣∣⃗a(t) b⃗(t) c⃗(t)∣∣∣ = ∣∣∣∣ ddt a⃗(t) b⃗(t) c⃗(t)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣⃗a(t) d

dt
b⃗(t) c⃗(t)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣⃗a(t) b⃗(t) d

dt
c⃗(t)

∣∣∣∣
を示しましょう．これを用いて (8.4)を示しましょう．

*1 ここに出てくる 2次の小行列を 2次の主小行列と呼びます．
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8.3 対角可能な行列（十分条件）

8.3.1 行列の対角化

まず具体的な行列の固有値と固有ベクトルを求めて、その応用を考えていきます．

例 8.1. A =

 1 2 3

2 1 3

3 3 6

について考えましょう．Aの固有多項式は

det(λI3 −A) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −3
−2 λ− 1 −3
−3 −3 λ− 6

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)(λ− 9)λ

ですから，固有値は λ = −1, 0, 9 となります．それぞれの固有値の固有ベクトルを

求めましょう．

λ = −1 のとき 行基本変形

(−1)I2 −A =

 −2 −2 −3
−2 −2 −3
−3 −3 −7

→
 −2 −2 −3

0 0 0
0 0 − 5

2


→

 1 1 3
2

0 0 0
0 0 − 5

2

→
 1 1 3

2
0 0 − 5

2
0 0 0


→

 1 1 3
2

0 0 1
0 0 0

→
 1 1 0

0 0 1
0 0 0



から，λ = −1 に対応する固有ベクトル

 x

y

z

は，
x+ y = 0, z = 0

を満たします．特に

p⃗1 =

 1
−1
0


は固有ベクトルとなります．
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λ = 0, 9 のとき 同様に

p⃗2 =

 1
1
−1

 , p⃗3 =

 1
1
2


は，それぞれの場合の固有ベクトルとなります．ここで P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3) と定める
と*2

det(P ) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
−1 1 1
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1 1 0
−1 1 0
0 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = 3× (−1)3+3

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ = 6 ̸= 0

から P は正則であることが分かります．さらに

A(p⃗1 p⃗2 p⃗3) = (Ap⃗1 Ap⃗2 Ap⃗3) = (−p⃗1 0 · p⃗2 9p⃗3)

= (p⃗1 p⃗2 p⃗3)

 −1 0 0
0 0 0
0 0 9


から

P−1AP =

 −1 0 0
0 0 0
0 0 9


が従います．*3

*2 実は，この状況で P が正則であることが一般的に証明されます（定理 8.2(215ページ) を参照）．
*3 後にまとめますが，正方行列 A の固有方程式に重根がない場合，A は対角化可能です（定理 8.3）．
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定理 8.2. A ∈M3(K) とします．

(1) α, β ∈ Kが相異なるとします．そして v⃗1, v⃗2 ∈ K3 が条件

Av⃗1 = αv⃗1, v⃗1 ̸= 0⃗

Av⃗2 = βv⃗2, v⃗2 ̸= 0⃗

を満たすとします．このとき v⃗1, v⃗2 は 1次独立になります．

(2) α, β, γ ∈ Kが相異なるとします．そして v⃗1, v⃗2, v⃗3 ∈ K3 が条件

Av⃗1 = αv⃗1, v⃗1 ̸= 0⃗

Av⃗2 = βv⃗2, v⃗2 ̸= 0⃗

Av⃗3 = γv⃗3, v⃗3 ̸= 0⃗

を満たすとします．このとき v⃗1, v⃗2, v⃗3 は 1次独立になります．� �
Proof. (1)

c1v⃗1 + c2v⃗2 = 0⃗ (8.5)

が成立すると仮定します．この両辺に (A− αI3)を掛けると

(A− αI3)v⃗1 = 0⃗, (A− αI3)v⃗2 = βv⃗2 − αv⃗2 = (β − α)v⃗2

から
c2(β − α)v⃗2 = 0⃗

が従います．v⃗2 ̸= 0⃗から c2(β−α) = 0を得ますが，β ̸= αから c2 = 0となります．

さらにこれを (8.5) に代入して得られる c1v⃗1 = 0⃗から c1 = 0も導けます．v⃗1 ̸= 0⃗が

仮定されているからです．

(2)

c1v⃗1 + c2v⃗2 + c3v⃗3 = 0⃗ (8.6)

が成立すると仮定します．この両辺に (A− γI3)を掛けると

c1(α− γ)v⃗1 + c2(β − γ)v⃗2 = 0⃗

が従います．ここで (1)を用いると

c1(α− γ) = c2(β − γ) = 0
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となりますが，α− γ ̸= 0と β − γ ̸= 0から c1 = c2 = 0が従います．さらにこれを

(8.6)に代入すると c3v⃗3 = 0⃗となりますが，v⃗3 ̸= 0⃗から c3 = 0も従います．

この定理 8.2を用いると次の定理 8.3に示すように，固有多項式が単純根しか持た

ないとき，行列が対角化できることが分かります．� �
定理 8.3. A ∈M3(K)の固有多項式

ΦA(λ) = (λ− α)(λ− β)(λ− γ)

が α, β, γ ∈ KとKに根を持ち，すべてが単純根であると仮定します．すなわち

α ̸= β, β ̸= γ, γ ̸= α

が成立するとします．このとき正則な P ∈M3(K)が存在して

P−1AP =

α 0 0
0 β 0
0 0 γ


と Aは対角化できます．� �

Proof. α, β, γ が A の固有値ですから対応する固有ベクトルが存在します．すなわ

ち，v⃗1, v⃗2, v⃗3 ∈ K3 が存在して

Av⃗1 = αv⃗1, Av⃗2 = αv⃗2, Av⃗3 = αv⃗3

v⃗i ̸= 0⃗ (i = 1, 2, 3)

が成立します．P = (v⃗1 v⃗2 v⃗3)と定めると

AP = (Av⃗1 Av⃗2 Av⃗3) = (αv⃗1 βv⃗2 γv⃗3)

= (v⃗1 v⃗2 v⃗3)

α 0 0
0 β 0
0 0 γ

 = P

α 0 0
0 β 0
0 0 γ


となります．ここで定理 8.2を用いると P は正則であることが分かります．従って

P−1AP =

α 0 0
0 β 0
0 0 γ


と Aは対角化できます．
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8.3.2 部分空間の和と直和

この 8.3.2節は次の 8.3.3節の準備です．

以下では V1, V2, V3 はK3 の部分空間とします．このとき

V1 + V2 := {v⃗1 + v⃗2; v⃗1 ∈ V1, v⃗2 ∈ V2}

V1 + V2 + V3 := {v⃗1 + v⃗2 + v⃗3; v⃗1 ∈ V1, v⃗2 ∈ V2, v⃗3 ∈ V3}

と定めます．このとき V1 + V2, V1 + V2 + V3 は K3 の部分空間となります．実際，

x⃗, y⃗ ∈ V1 + V2 とすると
v⃗1, w⃗1 ∈ V1, v⃗2, w⃗2 ∈ V2

が存在して
x⃗ = v⃗1 + v⃗2, y⃗ = w⃗1 + w⃗2

と表せます．このとき

λx⃗+ µy⃗ = λ(v⃗1 + v⃗2) + µ(w⃗1 + w⃗2) = (λv⃗1 + µw⃗1) + (λv⃗2 + µw⃗2)

において
λv⃗1 + µw⃗1 ∈ V1, λv⃗2 + µw⃗2 ∈ V2

が成立しますから，λx⃗+ µy⃗ ∈ V1 + V2 が従います．以上から V1 + V2 がK3 の部分

空間であることが示されました．V1 + V2 + V3 については演習 8.3にします．

演習 8.3. V1 + V2 + V3 がK3 の部分空間であることを証明しましょう．

上で構成した部分空間 V1 + V2 は部分空間 V1, V2 の和，部分空間 V1 + V2 + V3 は

部分空間 V1, V2, V3 の和と言います．さらに和が特別な性質を持つ場合が重要になり

ます．すなわち

v⃗1 + v⃗2 = 0⃗, v⃗1 ∈ V1, v⃗2 ∈ V2 =⇒ v⃗1 = v⃗2 = 0

が成立するとき V1 + V2 は直和であるといい V1 ⊕ V2 と記します．さらに

v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 = 0⃗, v⃗1 ∈ V1, v⃗2 ∈ V2, v⃗3 ∈ V3 =⇒ v⃗1 = v⃗2 = v⃗3 = 0

が成立するとき V1 + V2 + V3 は直和であるといい V1 ⊕ V2 ⊕ V3 と記します．この場
合，v⃗ ∈ V1 ⊕ V2 ⊕ V3 が

v⃗ = v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 = w⃗1 + w⃗2 + w⃗3

v⃗i, w⃗i ∈ Vi (i = 1, 2, 3)
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と 2通りに表されるとしたら

(v⃗1 − w⃗1) + (v⃗2 − w⃗2) + (v⃗3 − w⃗3) = 0⃗

から
v⃗1 = w⃗1, v⃗2 = w⃗2, v⃗3 = w⃗3

が従います．要するに V1, V2, V3 への分解が一意的になるということを意味します．

実は固有ベクトルに関係してK3 の直和分解を構成できることを次の 8.3.3節で説明

します．

8.3.3 スペクトル分解

213ページの例 8.1の 3次正方行列 A =

 1 2 3

2 1 3

3 3 6

に対して詳しく考察しま
す．Aの固有多項式は

ΦA(λ) = (λ+ 1)λ(λ− 9)

で，固有値は λ = −1, 0, 9でした．ここで

V (−1) := ker(−I3 −A), V (0) := ker(A), V (9) = ker(9I3 −A)

と定めます．それぞれ固有値 −1, 0, 9の固有空間と呼びます．このとき

K3 = V (−1)⊕ V (0)⊕ V (9) (8.7)

が成立します．まず
K3 = V (−1) + V (0) + V (9)

であることを示します．すなわち，任意の v⃗ ∈ K3 に対して

v⃗ = v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 (8.8)

を満たす v⃗1 ∈ V (−1), v⃗2 ∈ V (0), v⃗3 ∈ V (9) が存在することを示します．そのため

に Aを対角化した行列

P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3) =

 1 1 1
−1 1 1
0 −1 2


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を用います．具体的には

V (−1) = Kp⃗1, V (0) = Kp⃗2, V (9) = Kp⃗3

であることを用います．実際 c1, c2, c3 をc1c2
c3

 = P−1v⃗

によって定めると

v⃗ = PP−1v⃗ = P

c1c2
c3

 = c1p⃗1 + c2p⃗2 + c3p⃗3

から
v⃗1 = c1p⃗1 ∈ V (−1), v⃗2 = c2p⃗2 ∈ V (0), v⃗3 = c3p⃗3 ∈ V (9)

と定めると (8.8)が従います．

次に V (−1) + V (0) + V (9)が直和であることを示します．それは一般論をまとめ

た次の定理 8.4から従います．� �
定理 8.4. A ∈M3(K)とします．

(1) α, β ∈ Kは α ̸= β を満たすとします．このとき v⃗1, v⃗2 ∈ K3 が

Av⃗1 = αv⃗1, Av⃗2 = βv⃗2

を満たすならば
v⃗1 + v⃗2 = 0⃗⇒ v⃗1 = v⃗2 = 0⃗

が成立します．

(2) α, β, γ ∈ K は α ̸= β, β ̸= γ, γ ̸= α を満たすとします．このとき

v⃗1, v⃗2, v⃗3 ∈ K3 が

Av⃗1 = αv⃗1, Av⃗2 = βv⃗2, Av⃗3 = γv⃗3

を満たすならば
v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 = 0⃗⇒ v⃗1 = v⃗2 = v⃗3 = 0⃗

が成立します．� �
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Proof. (1) v⃗1 + v⃗2 = 0⃗の両辺に (A− βI3)を掛けると

(α− β)v⃗1 = 0⃗

となりますが，α ̸= β から v⃗1 = 0⃗が従います．v⃗1 + v⃗2 = 0⃗ですから v⃗2 = 0⃗も従い

ます．

(2) v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 = 0⃗の両辺に (A− γI3)を掛けると

(α− γ)v⃗1 + (β − γ)v⃗2 = 0⃗

となりますが (α− γ)v⃗1, (β − γ)v⃗2 は (1)の条件を満たしますから

(α− γ)v⃗1 = (β − γ)v⃗2 = 0⃗

から
v⃗1 = v⃗2 = 0⃗

を得ます．さらに v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 = 0⃗から v⃗3 = 0⃗ も成立します．

以上で例 8.1 で考えた対角化可能な 3 次正方行列 A =

 1 2 3

2 1 3

3 3 6

 に対して
(8.7)すなわち

K3 = V (−1)⊕ V (0)⊕ V (9) (8.9)

を証明しました．これを A による K3 のスペクトル分解と呼びます．これについて

さらに深めていきます．

任意の v⃗ ∈ K3 に対して
v⃗ = v⃗1 + v⃗2 + v⃗3

を満たす v⃗1 ∈ V (−1), v⃗2 ∈ V (0), v⃗3 ∈ V (9) が一意的に存在します．以下では

v⃗i (i = 1, 2, 3)を具体的に求めることを考えます．

多項式
f(λ) := a0λ

m + a1λ
m−1 + · · ·+ am−1λ+ am ∈ K[λ]

に対して
f(A) = a0A

m + a1A
m−1 + · · ·+ am−1A+ amI3
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と定めます．これを v⃗1 に掛けると Akv⃗1 = (−1)kv⃗1

f(A)v⃗1 = a0(−1)mv⃗1 + a1(−1)m−1v⃗1 + · · ·+ a1(−1)v⃗1 + a0v⃗1

=
(
a0(−1)m + a1(−1)m−1 + · · ·+ a1(−1) + a0

)
v⃗1

= f(−1)v⃗1

から
f(A)v⃗1 = f(−1)v⃗1

を得ます．同様に
f(A)v⃗2 = f(0)v⃗2, f(A)v⃗3 = f(9)v⃗3

も成立します．ここで

f1(λ) =
λ(λ− 9)

(−1)(−1− 9)
=

1

10
λ(λ− 9)

とすると
f1(−1) = 1, f1(0) = f1(9) = 0

から

P1 = f1(A) =
1

10
A(A− 9I3)

として v⃗ = v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 に掛けると

P1v⃗ = 1 · v⃗1 + 0 · v⃗2 + 0 · v⃗3 = v⃗1

から
v⃗1 = P1v⃗

となります．同様に

f2(λ) =
(λ+ 1)(λ− 9)

(0 + 1)(0− 9)
= −1

9
(λ+ 1)(λ− 9)

f3(λ) =
λ(λ+ 1)

9(9 + 1)
=

1

90
λ(λ+ 1)

を用いて
P2 = f2(A), P3 = f3(A)

と定めると，
f2(0) = 1, f2(−1) = f2(9) = 0



222 第 8章 固有値問題—3次元の場合

f3(9) = 1, f3(−1) = f3(0) = 0

から
v⃗2 = P2v⃗, v⃗3 = P3v⃗

が成立します．さらに P1, P2, P3 が満たす等式をいくつか証明します．

分解 v⃗ = v⃗1 + v⃗2 + v⃗3 から

v⃗ = P1v⃗ + P2v⃗ + P3v⃗ = (P1 + P2 + P3)v⃗

が任意の v⃗ ∈ K3 に対して成立しますから

I3 = P1 + P2 + P3

が成立します．v⃗1 を分解すると

P1v⃗1 = v⃗1 + 0⃗ + 0⃗

ですから
P1P1v⃗ = P1v⃗, P2P1v⃗ = 0⃗, P3P1v⃗ = 0⃗,

から
P 2
1 = P1, P1P2 = O3, P1P3 = O3

が従います．これと同様に

PiPj =

{
Pi (i = j)

O3 (i ̸= j)

が示されます．

注意 8.2. 次の定理 8.5を用いると

f1(λ) + f2(λ) + f3(λ) = 1

が恒等的に成立することが分かります．また，定理 8.7(Cayley-Hamiltonの定理)を

用いると

f1(λ)f2(λ) = −
1

90
(λ+ 1)λ(λ− 9) · (λ− 9)

から

P1P2 = f1(A)f2(A) = −
1

90
ΦA(A) · (A− 9I3) = O3
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のように PiPj = O3 (i ̸= j)が従います．さらに

P1 = P1(P1 + P2 + P3) = P 2
1 + P1P2 + P1P3 = P 2

1

と P 2
i = Pi (i = 1, 2, 3)も証明できます．� �
定理 8.5. αi ∈ K (i = 0, 1, 2, · · · ,m)はお互いに異なるとします．すなわち

αi ̸= αj (i ̸= j)

とします．K係数の多項式

f(λ) = a0λ
m + a1λ

m−1 + · · ·+ am−1λ+ am

が
f(α0) = f(α1) = · · · = f(αm) = 0

が成立するとき
f(λ) = 0

が恒等的に成立します．� �
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8.4 行列の三角化，Cayley–Hamilton の定理

A ∈Mn(C) とします．特に以下では n = 2, 3の場合を考えます．

定理 8.6. (行列の三角化) ある P ∈M3(C)に対して

P−1AP

が三角行列となります．

Proof. n = 2 のときに証明します．

ΦA(λ) = (λ− α1)(λ− α2)

と固有多項式を 1次式の積に分解します．固有値 α1 に対応する固有ベクトルを v⃗1

とします．
Av⃗1 = α1v⃗1

この v⃗1 を用いて C2 の基底を v⃗1, v⃗2 と取って

P = (v⃗1 v⃗2)

と定めます．このとき
Av⃗2 = β1v⃗1 + β2v⃗2

と基底を用いて Av⃗2 を表現できます．以上から

AP = (α1v⃗1 β1v⃗1 + β2v⃗2) = (v⃗1 v⃗2)

(
α β1
0 β2

)
= P

(
α β1
0 β2

)
となります．ここで v⃗1, v⃗2 は基底なので 1次独立であることに注意すると P は正則

であることが分かります．以上で n = 2 の場合は証明できました．

n = 3 のときを次に証明しましょう．

ΦA(λ) = (λ− α1)(λ− α2)(λ− α3)

と固有多項式を 1次式の積に分解します．固有値 α1 に対応する固有ベクトルを v⃗1

とします．
Av⃗1 = α1v⃗1
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この v⃗1 を用いて C3 の基底を v⃗1, v⃗2, v⃗3 と取って

P1 = (v⃗1 v⃗2 v⃗3)

と置きます*4 ．このとき

Av⃗2 = β1v⃗1 + β2v⃗2 + β3v⃗3

Av⃗3 = γ1v⃗1 + γ2v⃗2 + γ3v⃗3

と C3 の基底を用いて Av⃗2, Av⃗3 を表現すると

AP1 = (α1v⃗1 β1v⃗1 + β2v⃗2 + β3v⃗3 γ1v⃗1 + γ2v⃗2 + γ3v⃗3)

= (v⃗1 v⃗2 v⃗3)

 α β1 γ1
0 β2 γ2
0 β3 γ3

 = P1

 α β1 γ1
0 β2 γ2
0 β3 γ3


となります．ここで

A2 =

(
β2 γ2
β3 γ3

)
と定めると 正則な Q2 ∈M2(C) が存在して

Q−1
2 A2Q2

が三角行列となります．さらに

P2 =

 1 0 0
0
0

Q2


と定めると P2 は正則で

P−1
2 =

 1 0 0
0
0

Q−1
2


*4 例えば v⃗1 = t(a b c)の第 1成分が a ̸= 0を満たすとき

P = (v⃗1 v⃗2 v⃗3) =

a 0 0
b 1 0
c 0 1


と定めると P は正則となります．
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が成立します．このとき

P−1
2 P−1

1 AP1P2 = P−1
2

 1 β1 γ1
0
0

A2

P2

=

 1 0 0
0
0

Q−1
2

 1 β1 γ1
0
0

A2

 1 0 0
0
0

Q2


=

 1 ∗ ∗
0
0

Q−1
2 A2Q2


となります．最後に P = P1P2 と定めると P−1 = P−1

2 P−1
1 であり，

P−1AP =

 1 ∗ ∗
0
0

Q−1
2 A2Q2


において，右辺は三角行列です．

注意 8.3. A ∈M3(C)が

P−1AP =

 α1 ∗ ∗
0 α2 ∗
0 0 α3


と正則な P ∈M3(C) によって三角化されたとします．このとき，

ΦA(λ) = ΦP−1AP (λ) = det

(
λ− α1 ∗ ∗

0 λ− α2 ∗
0 0 λ− α3

)
= (λ−α1)(λ−α2)(λ−α3)

から，三角化したときの対角成分は A の固有値が並ぶことが分かります．

注意 8.4. A が 3 次実正方行列であるとします．さらに A の固有値 α1, α2, α3 が全

て実数であるとします．このとき，正則な P ∈M3(R) が存在して

P−1AP

が三角行列となります．すなわち，実数値の行列 P ∈M3(R)によって三角化できる

ことになります．実際，例えば上の証明で n = 3 の場合を考えると α1 に対応する固

有ベクトル v⃗1 は実ベクトルになり，v⃗2, v⃗3 が実ベクトルとして R3 の基底を定めま

す．そして A2 の固有値は，上の注意 8.3 にあるように α2, α3 であるからです．
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行列の三角化の応用としてCayley–Hamilton の定理を与えます．その準備をま

ず行います．t の多項式

φ(t) = a0t
m + a1t

m−1 + · · ·+ am−1t+ am ∈ K[t]

と n 次正方行列 A ∈Mn(K)に対して

φ(A) = a0A
m + a1A

m−1 + · · ·+ am−1A+ amIn

と定めます．

2つの多項式 φ1(t), φ2(t) ∈ K[t] を考えます．

(i) φ(t) = φ1(t) + φ2(t) に対して

φ(A) = φ1(A) + φ2(A)

が成立します．

(ii) ψ(t) = φ1(t) · φ2(t) に対して

ψ(A) = φ1(A) · φ2(A)

が成立します．

さて以上の準備のもと次の定理を述べることができます．

定理 8.7. (Cayley-Hamilton の定理) 3次正方行列 A ∈ K に対して

ΦA(A) = 0

が成立します．

Proof. 定理 8.6 によると正則な P ∈M3(C)が存在して

A = P

 α ∗ ∗
0 β ∗
0 0 γ

P−1

と三角化できます．このとき A の固有多項式は

ΦA(λ) = (λ− α)(λ− β)(λ− γ)
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と計算されます．さらに

A− αI3 = P

 α ∗ ∗
0 β ∗
0 0 γ

P−1 − PαI3P
−1

= P


 α ∗ ∗

0 β ∗
0 0 γ

−
 α ∗ ∗

0 α ∗
0 0 α

P−1

= P

 0 ∗ ∗
0 α− β ∗
0 0 α− γ

P−1

が成立します．同様に

A− βI3 = P

 α− β ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 γ − β

P−1

A− γI3 = P

 α− γ ∗ ∗
0 β − γ ∗
0 0 0

P−1

となります．以上の準備のもとで

ΦA(A) = (A− αI3)(A− βI3)(A− γI3)

= P−1P (A− αI3)P
−1 · P (A− βI3)P

−1 · P (A− γI3)P
−1P

= P−1

 0 ∗ ∗
0 α− β ∗
0 0 α− γ


 α− β ∗ ∗

0 0 ∗
0 0 γ − β

 α− γ ∗ ∗
0 β − γ ∗
0 0 0

P

= P−1

 0 0 ∗
0 0 ∗
0 0 (γ − α)(γ − β)

 α− γ ∗ ∗
0 β − γ ∗
0 0 0

P

= P−1

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

P = O

と証明されます．
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8.5 対角化可能な行列–非単純な固有値がある場合

8.5.1 対角化可能な場合

A ∈ M3(K)が対角化可能であるとします．すなわち，ある正則行列 P ∈ M3(K)

が存在して

P−1AP =

α1 0 0
0 α2 0
0 0 α3


が成立するとします．このとき

ΦA(λ) = ΦP−1AP (λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− α1 0 0

0 λ− α2 0
0 0 λ− α3

∣∣∣∣∣∣ = (λ− α1)(λ− α2)(λ− α3)

となります．このことから対角化できる場合は，対角成分に重複を含めて 3個の固有

値が並ぶことが分かります．

8.5.2 3重根の場合

まず A ∈M3(K)で固有多項式が α ∈ Kを 3重根とする場合，すなわち

ΦA(λ) = (λ− α)3

である場合を考えます．もし A が対角化可能であるとすると，ある正則行列 P ∈
M3(K)が存在して

P−1AP =

α 0 0
0 α 0
0 0 α

 = αI3

から
A = αI3

であることが分かります．
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8.5.3 2重根の場合

8.5.4 具体例から始めよう

例 8.2. A =

 1 −4 −4
4 −7 −4
−4 4 1

 について考えます．Aの固有多項式は

ΦA =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 4 4
−4 λ+ 7 4
4 −4 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 3)2(λ− 1)

と計算されます．固有空間 V (1)と V (−3)の基底を求めましょう．
V (1)について　行基本変形

I3 −A→ · · · →

1 0 1
0 1 1
0 0 0


から xy

z

 ∈ V (1)⇔
{
x + z = 0

y + z = 0

が分かりますので，このときxy
z

 =

−z−z
z

 = z

−1−1
1


と固有空間 V (1)のベクトルが表され，基底として

p⃗1 =

−1−1
1


が取れます．

V (−3)について　行基本変形

−3I3 −A→ · · · →

1 −1 −1
0 0 0
0 0 0





8.5 対角化可能な行列–非単純な固有値がある場合 231

から xy
z

 ∈ V (−3)⇔ x− y − z = 0

が分かりますので，このときxy
z

 =

y + z
y
z

 = y

1
1
0

+ z

1
0
1


と V (−3)のベクトルは表せます．そして

p⃗2 =

1
1
0

 , p⃗3 =

1
0
1


とすると p⃗2, p⃗3 が V (−3)の基底となります．
次に P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)と定めると P は正則となります．実際

c1p⃗1 + c2p⃗2 + c3p⃗3 = 0⃗

とすると V (1)⊕ V (−3)の直和の性質を用いると

c1p⃗1 = 0⃗, c2p⃗2 + c3p⃗3 = 0⃗

となりますが，p⃗1 が V (1)の p⃗2, p⃗3 が V (−3)の基底であることから

c1 = 0, c2 = c3 = 0

を得ます．以上から p⃗1, p⃗2, p⃗3 が 1次独立であることが分かりました．これは P が正

則であることの必要十分条件です．

さらに

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2 Ap⃗3) = (p⃗1 − 3p⃗2 − 3p⃗3) = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)

1 0 0
0 −3 0
0 0 −3


から

P−1AP =

1 0 0
0 −3 0
0 0 −3


と Aが対角化可能であることが示されました．
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対角化可能な場合の必要十分条件

以下では A ∈M3(K)が

ΦA(λ) = (λ− α)2(λ− β)

と α ̸= β を満たす固有値 α, β ∈ Kを持ち，αが固有多項式の 2重根である場合を考

えます．
V (α) = ker(A− αI3), V (β) = ker(A− βI3)

と固有空間を定めます．α, β が固有値ですから

dimV (α) ≥ 1, dimV (β) ≥ 1

であることが分かります．実は� �
1 ≤ dimV (α) ≤ 2, dimV (β) = 1� �

となります．実際，もし p⃗1, p⃗2, p⃗3 ∈ V (α)が 1次独立であるとすると P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)

は正則となり

AP = P

α 0 0
0 α 0
0 0 α


から P−1AP = αI3 となりますが，

ΦA(λ) = ΦP−1AP (λ) = (λ− α)3

となり仮定に矛盾します．よって

dimV (α) ≤ 2

となります．同様にもし q⃗1, q⃗2 ∈ V (β)が 1次独立であるとすると，q⃗1, q⃗2, q⃗3 がK3

の基底となるように q⃗ ∈ K3 を選ぶと Q = (q⃗1 q⃗2 q⃗3)が正則となって

AQ = Q

β 0 c1
0 β c2
0 0 c3


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と表示されますから，Q−1AQ =

β 0 c1

0 β c2

0 0 c3

 となります．ところが

ΦA(λ) = ΦQ−1AQ(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− β 0 −c1
0 λ− β −c2
0 0 λ− c3

∣∣∣∣∣∣ = (λ− β)2(λ− c3)

となって矛盾が生じます．従って dimV (β) ≤ 1であることが分かります．

次に以下の対角化可能性に関する判定条件を示します．� �
Aが対角化可能であることと

V (α)⊕ V (β) = K3 (8.10)

であることとは必要十分です．� �
証明に入る前に (8.10)について言い換えをしておきます．

V (α)⊕ V (β) ⊂ K3

において等式が成立する必要十分条件は

dim (V (α)⊕ V (β)) = dim(K3)

です．この左辺は

dim (V (α)⊕ V (β)) = dim (V (α)) + dim (V (β)) = dim (V (α)) + 1

ですから，(8.10)と dim(V (α)) = 2が必要十分であることが分かります．

Aが対角化可能であるとしましょう．このとき P ∈M3(K)が存在して

P−1AP =

α 0 0
0 α 0
0 0 β


が成立します．このとき P = p⃗1 p⃗2 p⃗3 と列ベクトル表示をすると p⃗1 と p⃗2 は 1次独

立で
Ap⃗1 = αp⃗1, Ap⃗2 = αp⃗2

から p⃗1, p⃗2 が従います．これから dimV (α) ≥ 2 となりますから，dimV (α) ≤ 2

から
dimV (α) = 2
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を得ます．これは (8.10)と必要十分です．

逆に (8.10)が成立するとします．このとき

dimV (α) = 2

となりますから，p⃗1, p⃗2 を V (α)の基底とします．さらに dimV (β) = 1ですから

V (β) = Kp⃗3

となるように V (β)の基底をとります．このとき p⃗1, p⃗2, p⃗3 は 1次独立です．実際，

c1p⃗1 + c2p⃗2 + c3p⃗3 = 0⃗

とすると，V (α)⊕ V (β)の直和であることから

c1p⃗1 + c2p⃗2 = 0⃗, c3p⃗3 = 0⃗

が従います．さらに V (α)と V (β)の基底として p⃗1, p⃗2, p⃗3 をとってきたのですから

c1 = c2 = 0, c3 = 0

が従います．以上から P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)が正則であることが分かり，

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2 Ap⃗3) = (αp⃗1 αp⃗1 βp⃗2) = P

α 0 0
0 α 0
0 0 β


から Aが対角化可能であることが分かります．

さらに Aの対角化可能性を言い換えます．� �
Aが対角化可能である必要十分条件は

(A− αI3)(A− βI3) = O3 (8.11)

が成立することです．� �
証明に入る前に，多項式 f(λ) ∈ K[λ]に対して P ∈M3(K)が正則であるとき

f(P−1AP ) = P−1f(A)P

が成立することを復習しましょう．
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Aが対角化可能とします．このとき正則な P ∈M3(K) が存在して

P−1AP =

α 0 0
0 α 0
0 0 β


が成立します．このとき f(λ) = (λ− α)(λ− β)に対して

P−1f(A)P = f(P−1AP ) =

0 0 0
0 0 0
0 0 β − α

α− β 0 0
0 α− β 0
0 0 0

 = O3

から f(A) = O3 が従います．

逆に (8.11)が成立すると仮定します．

1 =
λ− β
α− β

+
λ− α
β − α

(8.12)

が恒等的に成立します．それは λ = α, β を代入して成立することから分かります

（223ページの定理 8.5）．

f1(λ) =
λ− β
α− β

, f2(λ) =
λ− α
β − α

として
P1 = f1(A), P2 = f2(A)

と定めます．このとき (8.12)から I3 = f1(A) + f2(A)から

I3 = P1 + P2 (8.13)

が成立します．ここで任意の v⃗ ∈ K3 に対して

v⃗1 = P1v⃗, v⃗2 = P2v⃗

と定めると (8.13)から
v⃗ = v⃗1 + v⃗2

が従います．さらに

(A− αI3)v⃗1 = (A− αI3) ·
1

α− β
(A− βI3)v⃗ = O3v⃗ = 0⃗

から v⃗1 ∈ V (α)を得ます．同様に

(A− βI3)v⃗2 = (A− βI3) ·
1

β − α
(A− αI3)v⃗ = O3v⃗ = 0⃗
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から v⃗1 ∈ V (β)を得ます．以上から

K3 = V (α) + V (β)

を導きました．この右辺が直和 V (α) ⊕ V (β)となるのは一般論から従います（定理

8.4(1)）．以上で示した
K3 = V (α)⊕ V (β)

は Aが対角化可能であることと必要十分条件です．

スペクトル分解

A ∈M3(K)の固有多項式が

ΦA(λ) = (λ− α)2(λ− β)

と分解され，．α, β ∈ Kが α ̸= β を満たすとと仮定します．さらに Aが対角化可能

であるとします．

まず上で定めた行列 P1 と P2 について性質を調べます．P1 と P2 は

I3 = P1 + P2

を満たしました．また

P1P2 = − 1

α− β
(A− αI3)(A− βI3) = O3

から
P1P2 = O3

が分かります．さらに I3 = P1 + P2 の両辺に P1 を掛けると

P1 = P1(P1 + P2) = P 2
1 + P1P2 = P 2

1

から P 2
1 = P1 が従います．同様に P 2

2 = P2 が分かります．

以上で次が示されました．� �
I3 = P1 + P2, P1P2 = P2P1 = O3, P

2
1 = P1, P

2
2 = P2� �

上では
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Im(P1) ⊂ V (α), Im(P2) ⊂ V (β) (8.14)� �

を示しました．実はこの包含関係は等号になります．まず上で示した

K3 = Im(P1) + Im(P2)

の右辺が直和であることを示します*5w⃗1 ∈ Im(P1), w⃗2 ∈ Im(P2)が

w⃗1 + w⃗2 = 0⃗

を満たすとします．このとき w⃗1 = P1a⃗1, w⃗2 = P2a⃗2 と書けますから

P1w⃗1 = P 2
1 a⃗1 = P1a⃗1 = w⃗1, P2w⃗1 = P2P1a⃗1 = O3a⃗1 = 0⃗

同様に
P2w⃗2 = w⃗2, P1w⃗2 = 0⃗

が分かります．このことを用いると w⃗1 + w⃗2 = 0⃗の両辺に P1 を掛けると

w⃗1 = 0⃗

が分かります．w⃗1 + w⃗2 = 0⃗にこれを代入すると w⃗2 = 0⃗も従います．

以上で� �
K3 = Im(P1)⊕ Im(P2)� �

を示しました．これから

3 = dim Im(P1) + dim Im(P2)

また (8.14)から

dim Im(P1) ≤ dimV (α), dim Im(P2) ≤ dimV (β)

が得られます．さらに
K3 = V (α)⊕ V (β)

から
dimV (α) + dimV (β) = 3

*5 以下では P1 と P2 の関係を用いる証明を与えます．V (α) ⊕ V (β) の直和を用いると簡単に示せ
ます．
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が従います．以上をまとめると

3 = dim Im(P1) + dim Im(P2) ≤ dimV (α) + dimV (β) = 3

において中央の不等号が等号になることが分かります．それは

dim Im(P1) = dimV (α), dim Im(P2) = dimV (β)

が成立することと必要十分です．これは� �
Im(P1) = V (α), Im(P2) = V (β) (8.15)� �

であることを意味します．
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第 9章

直交行列と 2次形式—3次元の
場合

9.1 直交行列

9.1.1 直交行列

3次正方行列 P ∈M3(R)が

tPP = P tP = I3 (9.1)

を満たすとき P を直交行列と呼びます．この条件 (9.1)は 7.2節（181ページ）で学

んだ 2次元の場合と同様に次の定理 9.1にあるように言い換えることができます．� �
定理 9.1. 3 次正方行列 P に対して次の条件 (i), (ii), (iii), (vi) は必要十分

です．

(i) P は直交行列です．すなわち tPP = P tP = I3 が成立します．

(ii) (Px⃗, P y⃗) = (x⃗, y⃗) (∀x⃗, y⃗ ∈ R3)

(iii) ||Px⃗|| = ||x⃗|| (∀x⃗ ∈ R3)

(iv) P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)と列ベクトル表示をすると

||p⃗1|| = ||p⃗2|| = ||p⃗3|| = 1, (p⃗i, p⃗j) = 0 (i ̸= j)

が成立します．� �
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証明をする前に tPP = I3 の両辺の行列式を考えると

det(tPP ) = det(tP ) det(P ) = det(P )2

から
det(P )2 = det(I3) = 1

が従います．よって
det(P ) = ±1

であることが分かります．このことから tPP = I3 が成立すると P は正則で

P−1 = tP

さらには
P tP = I3

も従います．以上をまとめると P が直交である必要十分条件は

tPP = I3

であることが分かります．

Proof. (i)⇒ (ii) tPP = I3 であることを用います．すなわち

(Px⃗, P y⃗) = (tPP x⃗, y⃗) = (I3x⃗, y⃗) = (x⃗, y⃗)

と (ii)が導かれます．

(ii)⇒ (i) まず
(x⃗, y⃗) = 0 (y⃗ ∈ R3)⇒ x⃗ = 0⃗

であることに注意します．

(x⃗, y⃗) = (Px, P y⃗) = (tPP x⃗, y⃗)

から
((tPP − I3)x⃗, y⃗) = 0

が任意の y⃗ ∈ R3 に対して成立します．最初に述べた注意を用いると

(tPP − I3)x⃗ = 0⃗
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が任意の x⃗ ∈ Rに対して成立しますが、これは

tPP = I3

と必要十分です．

(ii)⇒ (iii)
(x⃗, x⃗) = ||x⃗||2

ですから，(ii)において x⃗ = y⃗ の場合を考えると (iii)が従います．

(iii)⇒ (ii)

(x⃗, y⃗) =
1

4

(
||x⃗+ y⃗||2 − ||x⃗− y⃗||2

)
であることを用います．

(i)⇒ (iv)

tPP =

tp⃗1
tp⃗2
tp⃗3

 (p⃗1 p⃗2 p⃗3) =

 ||p⃗1||2 (p⃗1, p⃗2) (p⃗1, p⃗3)
(p⃗2, p⃗1) ||p⃗2||2 (p⃗2, p⃗3)
(p⃗3, p⃗1) (p⃗3, p⃗2) ||p⃗3||2

 = I3

から
||p⃗1|| = ||p⃗2|| = ||p⃗3|| = 1, (p⃗i, p⃗j) = 0 (i ̸= j)

が従います．

(iv)⇒ (i) (i)⇒ (iv) を逆にたどると分かります．

3次の直交行列全体の集合を直交群と呼んで

O(3) := {P ∈M3(R); tPP = P tP = I3}

と記します．

演習 9.1. P1, P2 ∈ O(3)のとき P1P2 ∈ O(3), P−1
1 ∈ O(3)を示しましょう．

9.1.2 回転行列

3次の直交行列 P ∈ O(3)を考えます．上で示したように

det(P ) = ±1

が従います．R ∈ O(3)が
det(R) = 1
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を満たすとき Rを 3次の回転行列と呼びます．例えば

R0 =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

 (9.2)

は z 軸の周りに角度 θ 回転する行列ですが，実際，det(R0) = 1 が成立しますから

R0 は 3次の回転行列であることが分かります．

演習 9.2. (i) (9.2)の R0 が 3次の回転行列であることの条件を満たすことを示しま

しょう．

(ii) a⃗, b⃗ ∈ R3 に対して
R0a⃗×R0⃗b = R0(⃗a× b⃗)

が成立することを示しましょう．

以下では
SO(3) := {R ∈ O(3); det(R) = 1}

を 3次の回転行列全体の集合*1とします．

演習 9.3. R1, R2 ∈ SO(3)ならばその積について R1R2 ∈ SO(3)が成立することを

示しましょう．また R−1
1 ∈ SO(3)も示しましょう．

以下では，3次の回転行列 R ∈ SO(3)を幾何学的に特徴付けます．� �
命題 9.1. det(R− I3) = 0が成立します．従ってある x⃗ ∈ R3 に対して

Rx⃗ = x⃗, x⃗ ̸= 0⃗

が成立します．� �
Proof.

det(R− I3) = det(tR− I3)
= det(R−1 − I3)
= det(R−1) det(I3 −R)
= −det(R− I3)

*1 特殊直交群 (Special Orthogonal Group)と呼びます．
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から det(R− I3) = 0が従います．

演習 9.4. 上の命題 9.1において等号がなぜ成立するか考えましょう．

命題 9.1の x⃗を回転行列 Rの軸と呼びます．次の命題 9.2では R ̸= I3 でない限り

軸が 1方向しかないことを示します．� �
命題 9.2. x⃗, y⃗ ∈ R3 は 1次独立であるとします．このとき

Rx⃗ = x⃗, Ry⃗ = y⃗

が成立するならば R = I3 が成立します．� �
Proof. x⃗, y⃗ が生成する 2次元の部分空間を

V = Rx⃗+Ry⃗

と定めます．このとき
u⃗ ∈ V =⇒ Ru⃗ = u⃗

が成立します．実際 u⃗ = c1x⃗+ c2y⃗ と表されますから，

Ru⃗ = c1Rx⃗+ c2Ry⃗ = c1x⃗+ c2y⃗ = u⃗

となるからです．次に
z ∈ V ⊥ =⇒ Rz⃗ ∈ V ⊥

を示します．実際，u⃗ ∈ V とすると Ru⃗ = u⃗が成立しますから

(Rz⃗, u⃗) = (Rz⃗,Ru⃗)

= (z⃗, u⃗) = 0

から Rz ∈ V ⊥ が分かります．

R3 の部分空間 V の基底として x⃗, y⃗ が取れます．さらに V ⊥ の次元は 1次元とな

りますので，z⃗ ̸= 0⃗である z⃗ ∈ V ⊥ が V ⊥ の基底となります．このとき

Rz⃗ ∈ V ⊥

から
Rz⃗ = γz⃗
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を満たす γ ∈ Rが存在します．Q = (x⃗ y⃗ z⃗)は正則で

RQ = (x⃗ y⃗ γz⃗) = Q

1 0 0
0 1 0
0 0 γ


から

Q−1RQ =

1 0 0
0 1 0
0 0 γ


が成立します．この両辺の行列式を考えると

1 = det(R) = det(Q−1RQ) = γ

から R = I3 であることが分かります．

以下では R ∈ SO(3)が R ̸= I3 を満たすとします．単位ベクトル u⃗1 が

Ru⃗1 = u⃗1

を満たすとします．次に
det(u⃗1 u⃗2 u⃗3) = 1

を満たす R3 の正規直交基底 u⃗1, u⃗2, u⃗3 を取ります．一般に R3 の正規直交基底

u⃗1, u⃗2, u⃗3 に対して (u⃗1 u⃗2 u⃗3)は直交行列となりますから（定理 9.1），

det(u⃗1 u⃗2 u⃗3) = ±1

となります．もし det(u⃗1 u⃗2 u⃗3) = −1のときは

U = (u⃗1 u⃗2 − u⃗3)

と定義すると det(U) = 1となります．

この状況で
(Ru⃗2, u⃗1) = (Ru⃗2, Ru⃗1) = (u⃗2, u⃗1) = 0

から Ru⃗2 ⊥ u⃗1 が分かります．同様に Ru⃗3 ⊥ u⃗1 も成立します．従って

Ru⃗2, Ru⃗3 ∈ Ru⃗2 +Ru⃗3

から

RU = U

1 0 0
0 a b
0 c d


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となります．ここで

S =

(
a b
c d

)
とおくと

1 = det(R) = det(U−1RU) =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 a b
0 c d

∣∣∣∣∣∣ = det(S)

から det(S) = 1が分かります．また R0 = U−1RU が直交行列ですから

I3 = tR0R0 =

 1 0 0
0
0

tS

 1 0 0
0
0

S

 =

 1 0 0
0
0

tSS


従って tSS = I2 が分かります．同様に R0

tR0 = I3 から StS = I2 も従います．以

上で
det(S) = 1, tSS = StS = I2

が成立しますから

S =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
を満たす θ ∈ Rが存在します．以上で

U−1RU =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


であることが分かります．� �
定理 9.2. R ∈ SO(3)が R ̸= I3 を満たすならば，ある U ∈ SO(3)が存在して

U=1RU =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


となります．� �
この定理 9.2によると，R ∈ SO(3)は軸による回転であることが分かります．

演習 9.5. (1) f⃗1 = 1√
3

1

1

1

 を含むR3 の正規直交基底 f⃗1, f⃗2, f⃗3 を求めましょう．
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(2) f⃗1 を軸として π
3 回転する行列 Rを求めましょう．すなわち U = (f⃗1 f⃗1 f⃗3)に

よる回転座標変換をして表現すると1 0 0

0 1
2 −

√
3
2

0
√
3
2

1
2


となる回転行列 Rを求めましょう．

演習 9.6. R = 1
9

4 −4 7

8 1 −4
1 8 4

 が回転行列であることを示し，軸を求めてどのよ
うな回転を与えるか示しましょう．

9.1.3 直交射影と鏡映

直交射影

V を R3 の 2 次元部分空間とします．V を指定するにはいろいろな方法がありま

すが，ここでは大きさが 1のベクトル p⃗1 ∈ R3 に垂直なベクトルの集合として表し

ます．
V = {v⃗ ∈ R3; (v⃗, p⃗1) = 0}

例えば

p⃗1 =
1√
3

 1
−1
1


とすると

V =


xy
z

 ; x− y + z = 0


と表されます．

一般に V の正規直交基底を求めることができます．具体的に上の例で考えるとxy
z

 ∈ V
とすると xy

z

 =

y − zy
z

 = y

1
1
0

+ z

−10
1


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から V の基底として

q⃗2 =

1
1
0

 , q⃗3 =

−10
1


を取ることができます．この 2本のベクトルに対して Gram–Schmidt の直交化を用

いると V の正規直交基底として

p⃗2 =
1√
2

1
1
0

 , p⃗3 =
1√
6

−11
2


が求まります．

v⃗ ∈ R3 の V への直交射影 v⃗0 とは

v⃗0 ∈ V, (v⃗ − v⃗0) ⊥ V (9.3)

を満たすベクトルです．具体的には，V の正規直交基底 p⃗2, p⃗3 を用いると

v⃗0 = (p⃗2, v⃗)p⃗2 + (p⃗3, v⃗)p⃗3 (9.4)

と表されます．実際，p⃗2, p⃗3 が V の基底ですから，

v⃗0 = ηp⃗2 + ζp⃗3

と表されます．このとき

(v⃗ − v⃗0, p⃗2) = (v⃗ − v⃗0, p⃗3) = 0

から

(v⃗ − ηp⃗2 − ζp⃗3, p⃗2) = (v⃗, p⃗2)− η(p⃗2, p⃗2)− ζ(p⃗3, p⃗2) = (v⃗, p⃗2)− η = 0

(v⃗ − ηp⃗2 − ζp⃗3, p⃗3) = (v⃗, p⃗3)− η(p⃗2, p⃗3)− ζ(p⃗3, p⃗3) = (v⃗, p⃗3)− ζ = 0

から v⃗0 が (9.4)と表されることが従います．このとき，V の任意のベクトル q⃗ ∈ V
は

q⃗ = c2p⃗2 + c3p⃗3

と表されますから，v⃗0 が

(v⃗ − v⃗0, p⃗2) = (v⃗ − v⃗0, p⃗3) = 0
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を満たすことを用いると

(v⃗ − v⃗0, q⃗) = (v⃗ − v⃗0, c2p⃗2 + c3p⃗3) = c2(v⃗ − v⃗0, p⃗2) + c3(v⃗ − v⃗0, p⃗3) = 0

から
v⃗ − v⃗0 ⊥ V

も分かります．これから (9.4)で定める v⃗0 が v⃗ の V への正射影であることが分かり

ます．

次に行列を用いて v⃗0 を表すことを考えます．(p⃗1, v⃗), (p⃗2, v⃗)を 1× 1行列，p⃗2, p⃗3
を 3× 1 行列と考えれば

v⃗0 = p⃗2 · (p⃗2, v⃗) + p⃗3 · (p⃗2, v⃗)
= p⃗2 · tp⃗2v⃗ + p⃗3 · tp⃗2v⃗
=
(
p⃗2 · tp⃗2 + p⃗3 · tp⃗2

)
v⃗

と 3次正方行列
Q = p⃗2 · tp⃗2 + p⃗3 · tp⃗2

を用いて
v⃗0 = Qv⃗

と表せます．

今度は直交行列 P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)を用いた座標変換で Qv⃗ がどのように表現される

か考えてみましょう．(9.4)を用いると

Qp⃗1 = (p⃗2, p⃗1)p⃗2 + (p⃗3, p⃗1)p⃗3 = 0⃗

Qp⃗2 = (p⃗2, p⃗2)p⃗2 + (p⃗3, p⃗2)p⃗3 = p⃗2

Qp⃗3 = (p⃗2, p⃗3)p⃗2 + (p⃗3, p⃗3)p⃗3 = p⃗3

であることに注意しましょう．ここでx′y′
z′

 = Q

xy
z


を座標変換 x′y′

z′

 = P

ξ′η′
ζ ′

 ,

xy
z

 = P

ξη
ζ


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を用いて変数変換するとξ′η′
ζ ′

 = tP

x′y′
z′

 = tPQ

xy
z

 = tPQP

ξη
ζ


= tP (Qp⃗1 Qp⃗2 Qp⃗3)

ξη
ζ

 = tPP

0 0 0
0 1 0
0 0 1

ξη
ζ


=

0 0 0
0 1 0
0 0 1

ξη
ζ

 =

0
η
ζ


となります．このことからx′y′

z′

 = P

ξ′η′
ζ ′

 = P

0 0 0
0 1 0
0 0 1

 tP

xy
z


となり

Q = P

0 0 0
0 1 0
0 0 1

 tP

とも表されます．さらに，これからも

Qv⃗ = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)

0 0 0
0 1 0
0 0 1

tp⃗1
tp⃗2
tp⃗3

 v⃗

= (⃗0 p⃗2 p⃗3)

tp⃗1v⃗
tp⃗2v⃗
tp⃗3v⃗


= p⃗2

tp⃗2v⃗ + p⃗3
tp⃗3v⃗ =

(
p⃗2

tp⃗2 + p⃗3
tp⃗3
)
v⃗

と上で示した表現が再び導けます．

最後に上で求めた

v⃗0 = (p⃗2, v⃗)p⃗2 + (p⃗3, v⃗)p⃗3 =
(
p⃗2

tp⃗2 + p⃗3
tp⃗3
)
v⃗ (9.5)

と異なる v⃗0 の表現を求めましょう．

まず v⃗ の p⃗1 方向への直交射影を v⃗1 とすると

v⃗1 = (p⃗1, v⃗)p⃗1
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となります．以下では v⃗ − v⃗1 が v⃗0 に他ならないことを導きます．そのために v⃗ − v⃗1
が条件 (9.3)を満たすことを示します．

(v⃗ − v⃗1, p⃗1) = (v⃗, p⃗1)− (p⃗1, v⃗) · (p⃗1, p⃗1) = (v⃗, p⃗1)− (p⃗1, v⃗) = 0

から v⃗ − v⃗1 ∈ V が分かります．また

v⃗ − (v⃗ − v⃗1) = v⃗1

に注意すると
(v⃗1, p⃗2) = (p⃗1, v⃗)(p⃗1, p⃗2) = 0

(v⃗1, p⃗3) = (p⃗1, v⃗)(p⃗1, p⃗3) = 0

から
v⃗ − (v⃗ − v⃗1) = v⃗1 ⊥ V

が従います．よって

v⃗0 = v⃗ − v⃗1 = v⃗ − (p⃗1, v⃗)p⃗1 =
(
I3 − p⃗1tp⃗1

)
v⃗

から
Q = I3 − p⃗1tp⃗1

が分かります．以上で与えた Qの異なる表現は，P が直交行列であることから相互

に導くことができます．実際，P が

P tP = I3

を満たすことを列ベクトルで表現した

v⃗ = P tP v⃗ = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)

tp⃗1v⃗
tp⃗2v⃗
tp⃗3v⃗


= p⃗1

tp⃗1v⃗ + p⃗2
tp⃗2v⃗ + p⃗3

tp⃗3v⃗

=
(
p⃗1

tp⃗1 + p⃗2
tp⃗2 + p⃗3

tp⃗3
)
v⃗

を導くと得られる
I3 = p⃗1

tp⃗1 + p⃗2
tp⃗2 + p⃗3

tp⃗3 (9.6)

を用います．

演習 9.7. p⃗1 = 1√
6
t(2 − 1 1)を法線方向として持つ 2次元部分空間

V := {v⃗ ∈ R3; (v⃗, p⃗1) = 0}

への直交射影を表す行列を求めましょう．
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鏡映

V に関する v⃗ ∈ R3 の鏡映を

Sv⃗ = −(p⃗1, v⃗)p⃗1 + (p⃗2, v⃗)p⃗2 + (p⃗3, v⃗)p⃗3 (9.7)

で定義します．これは

Sv⃗ =
(
−p⃗1tp⃗1 + p⃗2

tp⃗2 + p⃗3
tp⃗3
)
v⃗

=
(
I3 − 2p⃗1

tp⃗1
)
v⃗

とも表せます．また

ξη
ζ

 座標では
x′y′
z′

 = S

xy
z


を変数変換すると

Sp⃗1 = −p⃗1, Sp⃗2 = p⃗2, Sp⃗3 = p⃗3

を用いて ξ′η′
ζ ′

 = tPSP

ξη
ζ

 = tP (Sp⃗1 Sp⃗2 Sp⃗3)

ξη
ζ


= tP (−p⃗1 p⃗2 p⃗3)

ξη
ζ


= tPP

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

ξη
ζ

 =

−ξη
ζ


と表せます．

最後に S が直交行列であることを示します．それはx′y′
z′

 = P

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 tP

xy
z


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から

S = P

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 tP

が得られますが，右辺の行列がすべて直交行列であることから分かります．さらに

det(S) = det(P ) det

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

det(tP ) = −1

も分かります．

ここでは証明しませんが，実は 3次の直交行列で行列式が −1であるものは，−I3
を除いて鏡映で表されます．� �
定理 9.3. S ∈ O(3)が

det(S) = −1, S ̸= −I3

と仮定すると，ある単位ベクトル p⃗1 ∈ R3 が存在して S が

V = {v⃗ ∈ R3; (v⃗, p⃗1) = 0}

に関する鏡映として表されます．� �
演習 9.8. p⃗1 = 1√

6
t(2 − 1 1)を法線方向として持つ 2次元部分空間

V := {v⃗ ∈ R3; (v⃗, p⃗1) = 0}

に関する鏡映を表す行列を求めましょう．

演習 9.9. 定理 9.3を証明しましょう．

9.2 実対称行列の対角化� �
定理 9.4. （実対称行列の固有値は実数）Aを 3次の実対称行列とします．この

とき固有多項式 ΦA(λ) = det(λI3 −A)の 3根はすべて実数となります．� �
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Proof. λ = α+ iβ が Aの固有値とします．ただし，ここで α, β ∈ Rとします．こ

のときある複素ベクトル z⃗ = a⃗+ i⃗b ∈ C3 (⃗a, b⃗ ∈ R3) が存在して

Az⃗ = (α+ iβ)z⃗, z⃗ ̸= 0⃗

が成立します．z⃗ ̸= 0⃗ですから

a⃗ ̸= 0⃗ または b⃗ ̸= 0⃗

となることに注意しましょう．Az⃗ = (α+ iβ)z⃗ を a⃗と b⃗で表すと

Aa⃗+ iAb⃗ = (α+ iβ)(⃗a+ i⃗b) = (αa⃗− βb⃗) + i(βa⃗+ α⃗b)

となりますが，最左辺と最右辺の実部と虚部を比べると

Aa⃗ = αa⃗− βb⃗, Ab⃗ = βa⃗+ α⃗b

が従います．これを A = tAから得られる

(Aa⃗, b⃗) = (⃗a,Ab⃗)

に代入すると
(αa⃗− βb⃗, b⃗) = (⃗a, βa⃗+ α⃗b)

から

β
(
||⃗a||2 + ||⃗b||2

)
= 0

が従います．||⃗a||2 + ||⃗b||2 ̸= 0ですから β = 0すなわち λ ∈ Rであることが分かり

ます．� �
定理 9.5. （実対称行列は直交行列で対角化可能）A を 3 次の実対称行列とし

ます．

tPAP =

(
α1

α2

α3

)

と 3次の直交行列 P によって対角化されます．� �
Proof.（証明）以下 3 次の実対称行列 A の固有値を α1, α2, α3 とします．固有値

α1 の固有ベクトル p⃗1 ∈ Rn をとります．初めから p⃗1 が ||p⃗1|| = 1を満たすとして
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よいことが分かります．この p⃗1 を用いて Rn の正規直交基底 p⃗1, p⃗2, p⃗3 を取ること

ができます．そして直交行列を P1 = (p⃗1 p⃗2 p⃗3) と定めます．このとき

AP1 = (Ap⃗1 Ap⃗2 Ap⃗3) = (α1p⃗1 ∗ ∗) = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)

 α1 ∗ ∗
0
0

A2


を得ます．ここで p⃗1, p⃗2, p⃗3 がR3 の基底であることから

Ap⃗i = c1ip⃗1 + c2ip⃗2 + c3ip⃗3 (i = 2, 3)

と表わされることを用いました．さらに P1 は直交行列ですから

tP1AP1 =

 α1 ∗ ∗
0
0

A2


が導かれます．この左辺の tP1AP1 は t (tP1AP1) =

tP1
tAttP1 = tP1AP1 から対称

行列であることが分かります．このことから

tP1AP1 =

 α1 0 0
0
0

A2

 (9.8)

となり，A2 が 2 次の実対称行列であることが分かります．このとき 2 次の直交行列

Q2 が存在して
tQ2A2Q2 =

(
β2 0
0 β3

)
と対角化できます．ここで

P2 :=

 1 0 0
0
0

Q2


は直交行列であることから，P = P1P2 と定めると P は直交行列となり

tPAP = tP2

(
tP1AP1

)
P2

= tP2

 α1 0 0
0
0

A2

P2 =

 α1 0 0
0
0

tQ2A2Q2

 =

 α1 0 0
0 β2 0
0 0 β3


と Aが直交行列 P を用いて対角化されることが分かります．
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次に具体例について考えますが，そのときに以下の定理が有用となります．� �
定理 9.6. （実対称行列の異なる固有値の固有ベクトルは直交）Aを n次の実対

称行列とします．Aの相異なる固有値 αと β があるとします．このとき

Av⃗1 = αv⃗1, Av⃗2 = βv⃗2 ならば (v⃗1, v⃗2) = 0 (9.9)

が成立します．� �
Proof. Aは対称ですから tA = Aから (Av⃗1, v⃗2) = (v⃗1,

tAv⃗2) = (v⃗1, Av⃗2) が成立し

ます．さらに

(Av⃗1, v⃗2) = (αv⃗1, v⃗2) = α(v⃗1, v⃗2), (v⃗1, Av⃗2) = (v⃗1, βv⃗2) = β(v⃗1, v⃗2)

から (α− β)(v⃗1, v⃗2) = 0 を得ます．α ̸= β ですから (9.9)が従います．

具体例について考えましょう．

例 9.1. 3次の実対称行列  1 −2 −2
−2 −1 0
−2 0 −1

 (9.10)

について考えます．まず

ΦA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 2
2 λ+ 1 0
2 0 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 2
0 λ+ 1 −(λ+ 1)
2 0 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣
= (λ+ 1)

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 2
0 1 −1
2 0 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 0 4
0 λ+ 1 −(λ+ 1)
2 0 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣
= (λ+ 1)

∣∣∣∣λ− 1 4
2 λ+ 1

∣∣∣∣ = (λ+ 1)(λ2 − 1− 8) = (λ+ 1)(λ− 3)(λ+ 3)

から Aの固有値は λ = 3, 1,−3であることが分かります．
次にそれぞれの固有値に対する固有ベクトルを求めますが，固有多項式の計算にお

いて用いた行基本変形はそのまま使えることに注意しましょう．
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(i) λ = 3のとき，行基本変形

3I3 −A =

2 2 2
2 4 0
2 0 4

→ · · · →
2 0 4
0 1 −1
2 0 4

 1r×= 1
2−−−−−→

1 0 2
0 1 −1
2 0 4


3r+=1r×(−1)−−−−−−−−−→

1 0 2
0 1 −1
0 0 0


から xy

z

 ∈ V (3)⇔ x = −2z, y = z

が従います．よって、λ = 3に対する固有ベクトルはxy
z

 =

−2zz
z

 = z

−21
1

 (z ̸= 0)

と表されます．

(ii) λ = −1のとき，行基本変形

−I3 −A =

−2 2 2
2 0 0
2 0 0

 1r×=− 1
2−−−−−−→

1 −1 −1
2 0 0
2 0 0

 3r+=(−1)×2r−−−−−−−−−→

1 −1 −1
2 0 0
0 0 0


2r+=(−2)×1r−−−−−−−−−→

1 −1 −1
0 2 2
0 0 0

 2r×= 1
2−−−−−→

1 −1 −1
0 1 1
0 0 0


1r+=1×2r−−−−−−−→

1 0 0
0 1 1
0 0 0


から xy

z

 ∈ V (−1)⇔ x = 0, y = −z

が従います．よって、λ = −1に対する固有ベクトルはxy
z

 =

 0
−z
z

 = z

 0
−1
1

 (z ̸= 0)
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と表されます．

(iii) λ = −3のとき，行基本変形

−3I3 −A =

−4 2 2
2 −2 0
2 0 −2

→ · · · →
−4 0 4

0 1 −1
2 0 −2


1r×=(− 1

4 )−−−−−−−→

1 0 −1
0 1 −1
2 0 −2

 3r+=1r×(−2)−−−−−−−−−→

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0


から xy

z

 ∈ V (−3)⇔ x = z, y = z

が従います．よって、λ = −3に対する固有ベクトルはxy
z

 =

zz
z

 = z

1
1
1

 (z ̸= 0)

と表されます．

さらに

p⃗1 =
1√
6

−21
1

 , p⃗2 =
1√
2

 0
−1
1

 , p⃗3 =
1√
3

1
1
1


と大きさ 1の固有ベクトルを定めると、定理 9.6 により

(p⃗i, p⃗j) = 0 (i ̸= j)

が成立しますから P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)は直交行列となります．さらに Aは

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2 Ap⃗3) = (3p⃗1 − p⃗2 − 3p⃗3)

= (p⃗1 p⃗2 p⃗3)

3
−1

−3

 = P

3
−1

−3


tPAP =

3
−1

−3


と直交行列 P により対角化されます．
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例 9.2. 3次の実対称行列

A =

 3 −1 −2
−1 3 2
−2 2 6

 (9.11)

について考えます．この Aの固有多項式は ΦA(λ) = (λ − 2)2(λ − 8) と計算されま

す．固有値 λ = 2, 8に対する固有ベクトルを求めましょう．

(i) λ = 2のとき，2I2 −Aを行基本変形すると v⃗ = t(x y z)に対して

(2I2 −A)v⃗ = 0⃗⇐⇒ x− y − 2z = 0

を得ます．このとき

v⃗ =

 y + 2z
y
z

 = y

 1
1
0

+ z

 2
0
1


から，V (2) := ker(2I2 − A)の基底を v⃗1 = t(1 1 0), v⃗2 = t(2 0 1) ととれます．こ

の基底を用いて，
||p⃗1|| = ||p⃗2|| = 1, (p⃗1, p⃗2) = 0 (9.12)

を満たす V (2)の基底を次のように構成します．v⃗2 の v⃗1 方向への正射影は

w⃗ =
(v⃗1, v⃗2)

||v⃗1||2
v⃗1 = v⃗1

で与えられます．このとき (v⃗2 − w⃗) ⊥ v⃗1 が成立することから

p⃗1 =
1

||v⃗1||
v⃗1 =

1√
2
t(1 1 0), p⃗2 =

1

||v⃗2 − w⃗||
(v⃗2 − w⃗) =

1√
3
t(1 − 1 1)

とすれば，条件 (9.12)を満たします．

(ii) λ = 8のとき，8I2 −Aを行基本変形すると v⃗ = t(x y z)に対して

(8I2 −A)v⃗ = 0⃗⇐⇒ (x+
1

2
z = 0 かつ y − 1

2
z = 0)

から z = 2αとおくと V (8) := ker(8I2 −A)のベクトルは

v⃗ = αt(−1 1 2) (α ̸= 0)

と表示されますから，大きさ 1 の p⃗3 = 1√
6
t(−1 1 2) を定めます．定理 9.6 を用い

ると
(p⃗1, p⃗3) = (p⃗2, p⃗3) = 0
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が示され P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)が直交行列であることが分かります．この P を用いると

AP = (2p⃗1 2p⃗2 8p⃗3) = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)

 2
2

8

 から A = P

 2
2

8

 tP

と対角化できることが分かります．

演習 9.10. 次の実対称行列 Aを直交行列で対角化しましょう．

(1) A =

 5 4 −2
4 5 −2
−2 −2 2

 (2) A =

 3 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 3


(3) A =

 3 −1 2

−1 6 −1
2 −1 3

 (4) A =

 4 −2 2

−2 1 4

2 4 1



9.3 2次形式

9.3.1 2次形式

3次の対称行列

A =

a p r
p b q
r q c


に対してその 2次形式を

v⃗ =

xy
z


の関数として

(Av⃗, v⃗) =

A
xy
z

 ,

xy
z

 = ax2 + by2 + cz2 + 2pxy + 2rxz + 2qyz

と定めます．実対称行列が直交行列で対角化できることを示した定理 9.5 は 2 次

形式について以下の形で応用されます．すなわち定理 9.5 にあるように直交行列

P ∈ O(3)を用いて Aを

tPAP =

α1

α2

α3


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と対角化できたとします．このとき座標変換

ξ⃗ = tP v⃗ = t(ξ1 ξ2 ξ3)

を用いると，Aの 2次形式は

(Av⃗, v⃗) = (tPAP tP v⃗, tP v⃗) =

((
α1

α2

α3

)
ξ⃗, ξ⃗

)
(9.13)

= α1ξ
2
1 + α2ξ

2
2 + α3ξ

2
3 (9.14)

と標準的な形に変換できます．

例 9.3. 例 9.1で考えた 3次の対称行列 1 −2 −2
−2 −1 0
−2 0 −1

 (9.15)

は

p⃗1 =
1√
6

−21
1

 , p⃗2 =
1√
2

 0
−1
1

 , p⃗3 =
1√
3

1
1
1


が定める直交行列 P = (p⃗1 p⃗2 p⃗3)を用いて

tPAP =

3
−1

−3


と対角化されました．このとき座標変換

v⃗ = tP ξ⃗

によって Aが定める 2次形式は

(Av⃗, v⃗) = (tPAv⃗, tP v⃗) = (tPAP tP v⃗, tP v⃗)

=

3
−1

−3

 ξ⃗, ξ⃗


= 3ξ21 − ξ22 − 3ξ23

と標準的な形に表されます．
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演習 9.11. 次の実対称行列が定める 2次形式を直交行列による対角化を用いて標準

形にしてください．

(1) A =

 1 −2 2

−2 1 −2
2 −2 1

 (2) B =

 2 −1 2

−1 5 −1
2 −1 2


2次形式が常に一定の符号を持つかどうかが応用上重要になります．そこで次の定

義をします．� �
定義 9.1. （2次形式の正定値） Aを 3次の実対称行列とします． Aが定める

2次形式 (Av⃗, v⃗)（あるいは A）が正定値（positive definite）であるとは

(Av⃗, v⃗) > 0 (v⃗ ̸= 0⃗)

が成立するときで，非負定値（non-negative definite）であるとは

(Av⃗, v⃗) ≧ 0

が成立するときです．� �
この定義 9.1において，2次形式 (Av⃗, v⃗)（あるいはA）が負定値（negative definite）

であるとは
(Av⃗, v⃗) < 0 (v⃗ ̸= 0⃗)

が成立するときで，非正定値（non-positive definite）であるとは

(Av⃗, v⃗) ≦ 0

が成立するときです．

正定値性を行列式を用いて特徴付けるために，対称行列 A の特別な小行列を定義

する必要があります．A の 1 次と 2 次，3 次の（狭義の）主座小行列 ((successive)

principal minors) とは小行列

A1 = (a), A2 =

(
a p
p b

)
, A3 = A

のことです．
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定理 9.7. （正定値性の特徴付け）Aを 3次の実対称行列とします．次の条件は

同値です．

(1) Aが定める 2次形式 (Av⃗, v⃗)が正定値（resp. 負定値）です．

(2) det(Ak) > 0（resp. (−1)k det(Ak) > 0） (k = 1, 2, 3).

(3) Aの固有値 α1, α2, α3 がすべて正（resp. 負）です．� �
Proof. A を直交行列で対角化して (9.13) を用いれば，(1) と (3) が同値であること

が容易に証明できます．

(1) =⇒ (2) (1)従って (3)が成立すれば

det(A) > 0 ((−1)k det(A) > 0)

であることが，等式 tPAP = diag(α1, α2, αn)がある直交行列 P によって成立す

ることから従います．さらにA
x0
0

 ,

x0
0

 = ax2 > 0 (x ̸= 0)

から a > 0が分かります．またA
xy
0

 ,

xy
0

 =

(
A2

(
x
y

)
,

(
x
y

))
> 0

((
x
y

))
̸= 0⃗

が分かります．これから定理 7.4 を用いると det(A2) > 0 も従います．以上で

(1) =⇒ (2)を示しました．

(2) =⇒ (1) 3次の実対称行列

A =

a p r
p b q
r q c


が条件 (2)すなわち det(A) > 0, det(A2) = ab− p2 > 0, a > 0 を満たすとしま

す．ここで

(Av⃗, v⃗) = ax2 + by2 + cz2 + 2pxy + 2qyz + 2rxz

= a
(
x+

p

a
y +

r

a
x
)2

+

(
b− p2

a

)
y2 + 2

(
q − pr

a

)
yz +

(
c− r2

a

)
z2
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に注意します．ここでこの等式の最右辺の符号を見るために

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣
a p r

0 b− p2

a q − pq
a

0 r − pq
a c− q2

a

∣∣∣∣∣∣∣ = a ·

∣∣∣∣∣b− p2

a q − pq
a

r − pq
a c− q2

a

∣∣∣∣∣
を導きます．いま det(A) > 0, a > 0ですから∣∣∣∣∣b− p2

a q − pq
a

r − pq
a c− q2

a

∣∣∣∣∣ > 0

となります．これに加えて det(A2) > 0から

b− p2

a
=
ab− p2

a
> 0

も従います．以上の準備で (y, z) ̸= (0, 0)ならば(
b− p2

a

)
y2 + 2

(
q − pr

a

)
yz +

(
c− r2

a

)
z2 > 0

から (Av⃗, v⃗) > 0であることが分かりました（ここでも 2次の場合の定理 7.4 用いま

した）．他方 y = z = 0ならば v⃗ ̸= 0のとき x ̸= 0ですから

(Av⃗, v⃗) = ax2 > 0

となります．

演習 9.12. 実対称行列 A =

 10 2 2

2 −2 0

2 0 3

 が正定値か負定値か判定しましょう．
演習 9.13. n次の実対称行列が正定値ならば，Aは正則行列で A−1 も実対称で正定

値となります．このことを証明してください．

■非負定値性の特徴付け 本書では証明は与えませんが，実対称行列が非負定値であ

るための条件を小行列を用いて定式化できます．そのために 3次の実対称行列

A =

a p r
p b q
r q c


に対して

A(1) = (a), A(2) = (b), A(3) = (c)
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A(1,2) =

(
a p
p b

)
, A(2,3) =

(
b q
q c

)
, A(1,3) =

(
a r
r c

)
A(1,2,3) = A

を定めます．これらをそれぞれ，1次，2次，3次の主座小行列と呼びます．

このとき次の定理 9.8が成立します．� �
定理 9.8. （非負定値性の特徴付け）3次の実対称行列 Aに対して，次の条件は

同値です．

(1) Aが定める 2次形式 (Av⃗, v⃗)が非負定値（resp. 非正定値）です．

(2) 主座小行列に対して以下が成立します．

A(1), A(2), A(3) ≥ 0
(
resp. A(1), A(2), A(3) ≤ 0

)
det(A(1,2)),det(A(2,3)),det(A(1,3)) ≥ 0

det(A(1,2,3)) ≥ 0
(
resp. det(A(1,2,3)) ≤ 0

)
(3) Aの固有値 α1, α2, αn がすべて非負（resp. 非正）です．� �

■グラム行列の正値性 実m× 3行列 Aに対して，そのグラム行列 tAAは 3次の対

称行列になりますが，その 2次形式は非負定値となります．実際

(tAAx⃗, x⃗) = (Ax⃗,Ax⃗) = ||Ax⃗||2 ≧ 0

から分かります．さらに tAAが正定値であるための必要十分条件を求めましょう．

||Ax⃗|| > 0⇔ Ax⃗ ̸= 0⃗

であることを用いると，tAAが正定値である条件は

x⃗ ̸= 0⃗ =⇒ Ax⃗ = 0⃗

であることが分かります．この条件は rank(A) = 3，すなわち Aの列ベクトル表示

A = (⃗a1 a⃗2 a⃗3)に対して a⃗1, a⃗2, a⃗3 が線型独立であることが条件となります．

演習 9.14. 実 m× n行列 Aに対して tAAx⃗ = 0⃗ ⇐⇒ Ax⃗ = 0⃗ であることを示して

ください．
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演習 6.1 v⃗ = t(v1 · · · vi · · · vn) ̸= 0⃗であるならば，ある iについて第 i成分がゼロで

ない，すなわち vi ̸= 0 が成立する．このとき

xv⃗ = t(xv1 · · ·xvi · · ·xvn) = 0⃗

から xvi = 0, さらに vi ̸= 0から x = 0が従う．

別解　 v⃗ ̸= 0⃗から ||v⃗|| > 0が成立する．このとき

||xv⃗|| = |x| · ||v⃗|| = 0

から |x| = 0従って x = 0を得る．演習 6.2(1) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 1 −2
−3 λ+ 4

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ+ 4)− 6 = λ2 + 3λ− 10 = (λ+ 5)(λ− 2)

となるので Aの固有値は λ = −5, 2であることが分かる．次に固有ベクトルを求め
よう．

(i) λ = −5のとき

A

(
x
y

)
= −5

(
x
y

)
⇔
(
−6 −2
−3 −1

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ 3x+ y = 0

となるので，固有ベクトルは(
x
y

)
=

(
x
−3x

)
= x

(
3
−1

)
(x ̸= 0)

となる．

(ii) λ = 2のとき

A

(
x
y

)
= 2

(
x
y

)
⇔
(

1 −2
−3 6

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x− 2y = 0
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となるので，固有ベクトルは(
x
y

)
=

(
2y
y

)
= y

(
2
1

)
(y ̸= 0)

となる．

ここで

p⃗1 =

(
3
−1

)
, p⃗2 =

(
2
1

)
, P = (p⃗1 p⃗2) =

(
3 2
−1 1

)
と具体的に固有ベクトルを選ぶと

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (−2p⃗1 − p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
−5 0
0 2

)
= P

(
−5 0
0 2

)
が成立する．一般論（定理＊＊）から P が正則であることが分かっているので，この

式の両辺に右から P−1 を掛けると

P−1AP =

(
−5 0
0 2

)
と対角化できる．

演習 6.2(2) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ+ 4 2
−3 λ− 1

∣∣∣∣ = (λ+ 4)(λ− 1) + 6 = λ2 + 3λ+ 2 = (λ+ 1)(λ+ 2)

となるので A の固有値は λ = −2,−1 であることが分かる．次に固有ベクトルを求
めよう．

(i) λ = −2のとき

A

(
x
y

)
= −2

(
x
y

)
⇔
(

2 2
−3 −3

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ y = 0

となるので，固有ベクトルは(
x
y

)
=

(
−y
y

)
= y

(
−1
1

)
(y ̸= 0)

となる．

(ii) λ = −1のとき

A

(
x
y

)
= −1

(
x
y

)
⇔
(

3 2
−3 −2

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ 3x+ 2y = 0
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となるので，固有ベクトルは(
x
y

)
=

(
− 2

3y
y

)
=
y

3

(
−2
3

)
(y ̸= 0)

となる．

ここで

p⃗1 =

(
−1
1

)
, p⃗2 =

(
−2
3

)
, P = (p⃗1 p⃗2) =

(
−1 −2
1 3

)
と具体的に固有ベクトルを選ぶと

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (−2p⃗1 − p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
−2 0
0 −1

)
= P

(
−2 0
0 −1

)
が成立する．一般論（定理＊＊）から P が正則であることが分かっているので，この

式の両辺に右から P−1 を掛けると

P−1AP =

(
−2 0
0 −1

)
と対角化できる．

演習 6.2(3) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 1 12
−3 λ− 1

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 1)− 36 = λ2 − 2λ− 35 = (λ− 7)(λ+ 5)

となるので Aの固有値は λ = −5, 7であることが分かる．次に固有ベクトルを求め
よう．

(i) λ = −5のとき

A

(
x
y

)
= −5

(
x
y

)
⇔
(
−6 −12
−3 −6

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ 2y = 0

となるので，固有ベクトルは(
x
y

)
=

(
−2y
y

)
= y

(
−2
1

)
(y ̸= 0)

となる．

(ii) λ = 7のとき

A

(
x
y

)
= 7

(
x
y

)
⇔
(

6 −12
−3 6

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x− 2y = 0
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となるので，固有ベクトルは(
x
y

)
=

(
2y
y

)
= y

(
2
1

)
(y ̸= 0)

となる．

ここで

p⃗1 =

(
−2
1

)
, p⃗2 =

(
2
1

)
, P = (p⃗1 p⃗2) =

(
−2 2
1 1

)
と具体的に固有ベクトルを選ぶと

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (−5p⃗1 7p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
−5 0
0 7

)
= P

(
−5 0
0 7

)
が成立する．一般論（定理＊＊）から P が正則であることが分かっているので，この

式の両辺に右から P−1 を掛けると

P−1AP =

(
−5 0
0 7

)
と対角化できる．

演習 6.3(1) Aの固有多項式は

ΦA(λ) = λ2 + 3λ− 10 = (λ+ 5)(λ− 2)

となるので，Aの固有値は λ = −5, 2である．そして Cayley-Hamiltonの定理から

A2 + 3A− 10I2 = O2

が成立する．この式を

A(A+ 5I2) = 2(A+ 5I2), A(A− 2I2) = −5(A− 2I2)

と 2通りに変形すると
An(A+ 5I2) = 2n(A+ 5I2) (9.16)

A(A− 2I2) = (−5)n(A− 2I2) (9.17)

が従う．ここで (9.16)−(9.17)を考えると

7An = 2n(A+ 5I2)− (−5)n(A− 2I2)
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から

An =
2n

7
(A+ 5I2)−

(−5)n

7
(A− 2I2)

を得る．

演習 6.3(2) Aの固有多項式は

ΦA(λ) = λ2 + 3λ+ 2 = (λ+ 2)(λ+ 1)

となるので，Aの固有値は λ = −2,−1である．そして Cayley-Hamiltonの定理から

A2 + 3A+ 2I2 = O2

が成立する．この式を

A(A+ 2I2) = −(A+ 2I2), A(A+ I2) = −2(A+ I2)

と 2通りに変形すると

An(A+ 2I2) = (−1)n(A+ 2I2) (9.18)

An(A+ I2) = (−2)n(A+ I2) (9.19)

が従う．ここで (9.18)−(9.19)を考えると

An = (−1)n(A+ 2I2)− (−2)n(A+ I2)

を得る．

演習 6.3(3) Aの固有多項式は

ΦA(λ) = λ2 − 2λ− 35 = (λ− 7)(λ+ 5)

となるので，Aの固有値は λ = −5, 7である．そして Cayley-Hamiltonの定理から

A2 − 2A− 35I2 = O2

が成立する．この式を

A(A+ 5I2) = 7(A+ 5I2), A(A− 7I2) = −5(A− 7I2)

と 2通りに変形すると
An(A+ 5I2) = 7n(A+ 5I2) (9.20)
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An(A− 7I2) = (−5)n(A− 7I2) (9.21)

が従う．ここで (9.20)−(9.21)を考えると

12An = 7n(A+ 5I2)− (−5)n(A− 7I2)

から

An =
7n

12
(A+ 5I2)−

(−5)n

12
(A− 7I2)

を得る．

演習 6.4(1) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 7 −4
1 λ− 3

∣∣∣∣ = (λ− 7)(λ− 3) + 4 = λ2 − 10λ+ 25 = (λ− 5)2

となるのでAの固有値は λ = −5（重根）であることが分かる．またCayley-Hamilton

の定理から
A2 − 10A+ 25I2 = (A− 5I2)

2 = O2

が従う．これを
A(A− 5I2) = 5(A− 5I2)

と変形して，両辺に次々と Aを掛けていくと

An(A− 5I2) = 5n(A− 5I2)

を得る．さらにこの両辺を 5n+1 で割ると

1

5n+1
An+1 − 1

5n
An =

1

5
(A− 5I2)

となるが，これを等差の式と考えると

1

5n
An = I2 +

n

5
(A− 5I2)

から
An = 5nI2 + n5n−1(A− 5I2)

が従う．

演習 6.4(2) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 5 1
−9 λ+ 1

∣∣∣∣ = (λ− 5)(λ+ 1) + 9 = λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2
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となるので Aの固有値は λ = 2（重根）であることが分かる．また Cayley-Hamilton

の定理から
A2 − 4A+ 4I2 = (A− 2I2)

2 = O2

が従う．これを
A(A− 2I2) = 2(A− 2I2)

と変形して，両辺に次々と Aを掛けていくと

An(A− 2I2) = 2n(A− 2I2)

を得る．さらにこの両辺を 2n+1 で割ると

1

2n+1
An+1 − 1

2n
An =

1

2
(A− 2I2)

となるが，これを等差の式と考えると

1

2n
An = I2 +

n

2
(A− 2I2)

から
An = 2nI2 + n2n−1(A− 2I2)

が従う．

演習 6.4(3) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 3 −2
2 λ+ 1

∣∣∣∣ = (λ− 3)(λ+ 1) + 4 = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2

となるので Aの固有値は λ = 1（重根）であることが分かる．また Cayley-Hamilton

の定理から
A2 − 2A+ I2 = (A− I2)2 = O2

が従う．これを
A(A− I2) = A− I2

と変形して，両辺に次々と Aを掛けていくと

An(A− I2) = (A− I2)

を得る。これを
An+1 −An = A− I
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と変形して，等差の式と考えると

An = I + n(A− I)

が従う．

演習 6.5(1) Aの固有多項式は

ΦA(λ) = λ2 − 10λ+ 25 = (λ− 5)2

となるのでAの固有値は λ = −5（重根）であることが分かる．またCayley-Hamilton

の定理から
A2 − 10A+ 25I2 = (A− 5I2)

2 = O2

が従う．ここで λn を ΦA(λ) = (λ− 5)2 で割り算することを考える．

λn = q(λ)(λ− 5)2 + aλ+ b

と割り算したとして，余りに出てきた aおよび bを求める．そのために，この式の両

辺を λで微分した

nλn−1 = q′(λ)(λ− 5)2 + 2q(λ)(λ− 5) + a

も用いる．この 2つの式の両辺に λ = 5を代入して

5a+ b = 5n, a = n5n−1

から
a = n5n−1, b = 5n − n5n = 5n(1− n)

を得る．以上から

λn = q(λ)(λ− 5)2 + n5n−1λ+ 5n(1− n)

が従う．これから

An = q(A)(A− 5I2)
2 + n5n−1A+ 5n(1− n)I2 = n5n−1A+ 5n(1− n)I2

となることが分かる．

演習 6.5(2) Aの固有多項式は

ΦA(λ) = λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2



273

となるので Aの固有値は λ = 2（重根）であることが分かる．また Cayley-Hamilton

の定理から
A2 − 4A+ 4I2 = (A− 2I2)

2 = O2

が従う．ここで λn を ΦA(λ) = (λ− 2)2 で割り算することを考える．

λn = q(λ)(λ− 2)2 + aλ+ b

と割り算したとして，余りに出てきた aおよび bを求める．そのために，この式の両

辺を λで微分した

nλn−1 = q′(λ)(λ− 2)2 + 2q(λ)(λ− 2) + a

も用いる．この 2つの式の両辺に λ = 2を代入して

2a+ b = 2n, a = n2n−1

から
a = n2n−1, b = 2n − n2n = 2n(1− n)

を得る．以上から

λn = q(λ)(λ− 2)2 + n2n−1λ+ 2n(1− n)

が従う．これから

An = q(A)(A− 2I2)
2 + n2n−1A+ 2n(1− n)I2 = n2n−1A+ 2n(1− n)I2

となることが分かる．

演習 6.5(3) Aの固有多項式は

ΦA(λ) = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2

となるので Aの固有値は λ = 1（重根）であることが分かる．また Cayley-Hamilton

の定理から
A2 − 4A+ 4I2 = (A− 2I2)

2 = O2

が従う．ここで λn を ΦA(λ) = (λ− 1)2 で割り算することを考える．

λn = q(λ)(λ− 1)2 + aλ+ b
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と割り算して，余りに出てきた aおよび bを求める．そのために，この式の両辺を λ

で微分した
nλn−1 = q′(λ)(λ− 1)2 + 2q(λ)(λ− 1) + a

も用いる．この 2つの式の両辺に λ = 1を代入して

a+ b = 1, a = n

から
a = n, b = 1− n

を得る．以上から
λn = q(λ)(λ− 1)2 + nλ+ (1− n)

が従う．これから

An = q(A)(A− I2)2 + nA+ (1− n)I2 = nA+ (1− n)A

となることが分かる．

演習 6.5(4) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 1 1
−1 λ− 3

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ+ 3) + 1 = λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2

となるので Aの固有値は λ = 2（重根）であることが分かる．また Cayley-Hamilton

の定理から
A2 − 4A+ 4I2 = (A− 2I2)

2 = O2

が従う．ここで λn を ΦA(λ) = (λ− 2)2 で割り算することを考える．

λn = q(λ)(λ− 2)2 + aλ+ b

と割り算して，余りに出てきた aおよび bを求める．そのために，この式の両辺を λ

で微分した
nλn−1 = q′(λ)(λ− 2)2 + 2q(λ)(λ− 2) + a

も用いる．この 2つの式の両辺に λ = 2を代入して

2a+ b = 2n, a = n2n−1

から
a = n2n−1, b = 2n − n2n = 2n(1− n)
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を得る．以上から

λn = q(λ)(λ− 2)2 + n2n−1λ+ 2n(1− n)

が従う．これから

An = q(A)(A− 2I2)
2 + n2n−1A+ 2n(1− n)I2 = n2n−1A+ 2n(1− n)I2

となることが分かる．

演習 6.8 λn を
ΦA(λ) = (λ− α)(λ− β)

で割り算して
λn = q(λ)(λ− α)(λ− β) + aλ+ b

を得たとする．この式に λ = α, λ = β を代入して

αn = aα+ b (9.22)

βn = aβ + b (9.23)

を得る．(9.22)−(9.23)から

a(α− β) = αn − βn

さらに

a =
αn − βn

α− β

が従う．これから

b = αn − aα

= αn − αα
n − βn

α− β

=
αβn − βαn

α− β

も得る．以上から

λn = q(λ)(λ− α)(λ− β) + αn − βn

α− β
λ+

αβn − βαn

α− β
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となるが，Cayley-Hamiltonの定理から

(A− αI2)(A− βI2) = O2

が成立することが分かるので

An = q(A)O2 ++
αn − βn

α− β
A+

αβn − βαn

α− β
I2

=
αn − βn

α− β
A+

αβn − βαn

α− β
I2

演習 6.7(1) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 1 −2
−3 λ− 4

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 4)− 6 = λ2 + 3λ− 10 = (λ+ 5)(λ− 2)

となるので Aの固有値は λ = −5, 2であることが分かる．また Cayley-Hamiltonの

定理から
A2 + 3A− 10I2 = (A+ 5I2)(A− 2I2) = O2

が従う．ここで λn を ΦA(λ) = (λ+ 5)(λ− 2)で割り算することを考える．

λn = q(λ)(λ+ 5)(λ− 2) + aλ+ b (9.24)

と割り算して，余りに出てきた aおよび bを求める．すなわち (9.24)に λ = −5と
λ = 2を代入して

(−5)n = −5a+ b (9.25)

2n = 2a+ b (9.26)

を得て，さらに (9.25)−(9.26)から

−7a = (−5)n − 2n 従って a =
2n − (−5)n

7

そして

b = 2n − 2(2n − (−5)n)
7

=
5 · 2n + 2 · (−5)n

7

を得る．以上から

λn = q(λ)(λ+ 5)(λ− 2) +
2n − (−5)n

7
λ+

5 · 2n + 2 · (−5)n

7
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さらに

An = q(A)(A+ 5I2)(A− 2I2) +
2n − (−5)n

7
A+

5 · 2n + 2 · (−5)n

7
I2

=
2n − (−5)n

7
A+

5 · 2n + 2 · (−5)n

7
I2

を得る。

演習 6.7(2) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ+ 4 2
−3 λ− 1

∣∣∣∣ = (λ+ 4)(λ− 1) + 6 = λ2 + 3λ+ 2 = (λ+ 1)(λ+ 2)

となるので Aの固有値は λ = −1,−2であることが分かる．また Cayley-Hamilton

の定理から
A2 + 3A+ 2I2 = (A+ I2)(A+ 2I2) = O2

が従う．ここで λn を ΦA(λ) = (λ+ 1)(λ+ 2)で割り算することを考える．

λn = q(λ)(λ+ 1)(λ+ 2) + aλ+ b (9.27)

と割り算して，余りに出てきた aおよび bを求める．すなわち (9.27)に λ = −1と
λ = −2を代入して

(−1)n = −a+ b (9.28)

(−2)n = −2a+ b (9.29)

を得て，さらに (9.28)−(9.29)から

a = (−1)n − (−2)n

そして
b = (−1)n + (−1)n − (−2)n = 2(−1)n − (−2)n

を得る．以上から

λn = q(λ)(λ+ 1)(λ+ 2) + ((−1)n − (−2)n)λ+ 2(−1)n − (−2)n

さらに

An = q(A)(A+ I2)(A+ 2I2) + ((−1)n − (−2)n)A+ 2(−1)n − (−2)nI2
= ((−1)n − (−2)n)A+ 2(−1)n − (−2)nI2
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を得る。

演習 6.7(3) Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 1 −12
−3 λ− 1

∣∣∣∣ = (λ− 1)2 − 36 = λ2 − 2λ− 35 = (λ+ 5)(λ− 7)

となるので Aの固有値は λ = −5, 7であることが分かる．また Cayley-Hamiltonの

定理から
A2 − 2A− 35I2 = (A+ 5I2)(A− 7I2) = O2

が従う．ここで λn を ΦA(λ) = (λ+ 5)(λ− 7)で割り算することを考える．

λn = q(λ)(λ+ 5)(λ− 7) + aλ+ b (9.30)

と割り算して，余りに出てきた a および b を求める．すなわち (9.30) に λ = 7 と

λ = −5を代入して
7n = 7a+ b (9.31)

(−5)n = −5a+ b (9.32)

を得て，さらに (9.31)−(9.32)から

12a = 7n − (−5)n 従って a =
7n − (−5)n

12

そして

b = 7n − 7n − (−5)n

12
=

5 · 7n + 7 · (−5)n

12

を得る．以上から

λn = q(λ)(λ+ 5)(λ− 7) +
7n − (−5)n

12
λ+

5 · 7n + 7 · (−5)n

12

さらに

An = q(A)(A+ 5I2)(A− 7I2) +
7n − (−5)n

12
A+

5 · 7n + 7 · (−5)n

12
I2

=
7n − (−5)n

12
A+

5 · 7n + 7 · (−5)n

12
I2

を得る。
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演習 6.8(1) Aの固有多項式は

ΦA(λ) = λ2 − 10λ+ 25 = (λ− 5)2

となるので Aの固有値は λ = 5（重根）であることが分かる．また Cayley-Hamilton

の定理から
A2 − 10A+ 25I2 = (A− 5I2)

2 = O2 (9.33)

が従う．ここで

A− 5I2 =

(
2 4
−1 −2

)
から

p⃗1 =

(
1
0

)
と選ぶと

p⃗2 := (A− 5I2)p⃗1 =

(
2
−1

)
̸= 0⃗

となる．このとき

P = (p⃗1 p⃗2) =

(
1 2
0 −1

)
と定めると一般論から P は正則であることが分かる。また Cayley-Hamiltonの定理

から従う (9.33)すなわち
(A− 5I2)

2 = O2

から
(A− 5I2)p⃗2 = (A− 5I2)

2p⃗1 = O2p⃗1 = 0⃗

を得る．以上から

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (5p⃗1 + p⃗2 5p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
5 0
1 5

)
= P

(
5 0
1 5

)
から

P−1AP =

(
5 0
1 5

)
を得る．

演習 6.8(2) Aの固有多項式は

ΦA(λ) = λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2
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となるので Aの固有値は λ = 1（重根）であることが分かる．また Cayley-Hamilton

の定理から
A2 − 4A+ 4I2 = (A− 2I2)

2 = O2 (9.34)

が従う．ここで

A− I22 =

(
3 −1
9 −3

)
から

p⃗1 =

(
1
0

)
と選ぶと

p⃗2 := (A− 2I2)p⃗1 =

(
3
9

)
̸= 0⃗

となる．このとき

P = (p⃗1 p⃗2) =

(
1 3
0 9

)
と定めると一般論から P は正則であることが分かる。また Cayley-Hamiltonの定理

から従う (9.34)すなわち
(A− 2I2)

2 = O2

から
(A− 2I2)p⃗2 = (A− 2I2)

2p⃗1 = O2p⃗1 = 0⃗

を得る．以上から

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (2p⃗1 + p⃗2 2p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
2 0
1 2

)
= P

(
2 0
1 2

)
から

P−1AP =

(
2 0
1 2

)
を得る．

演習 6.8(3) Aの固有多項式は

ΦA(λ) = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2

となるので Aの固有値は λ = 1（重根）であることが分かる．また Cayley-Hamilton

の定理から
A2 − 2A+ I2 = (A− I2)2 = O2 (9.35)
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が従う．ここで

A− I2 =

(
2 2
−2 −2

)
から

p⃗1 =

(
1
0

)
と選ぶと

p⃗2 := (A− I2)p⃗1 =

(
2
−2

)
̸= 0⃗

となる．このとき

P = (p⃗1 p⃗2) =

(
1 2
0 −2

)
と定めると一般論から P は正則であることが分かる。また Cayley-Hamiltonの定理

からしたがう (9.35)
(A− I2)2 = O2

から
(A− I2)p⃗2 = (A− I2)2p⃗1 = O2p⃗1 = 0⃗

を得る．以上から

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (p⃗1 + p⃗2 p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
1 0
1 1

)
= P

(
1 0
1 1

)
から

P−1AP =

(
1 0
1 1

)
を得る．
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演習 7.1 (1)

(
−b
a

)
(2)

(
b

−a

)

演習 7.2 (7.8)について

(⇒)は明らかです．(⇐)は，y = a⃗とすると

(⃗a, a⃗) = ||⃗a||2 = 0

から a⃗ = 0⃗が従うことから分かります．

(7.9)について(⇒)は明らかです．(⇐)は，C = c⃗1 c⃗2 と列ベクトル表示をすると

C

(
1
0

)
= c⃗1 = 0⃗

C

(
1
0

)
= c⃗1 = 0⃗

から C = (⃗0 0⃗) = O2 となることから分かります．

演習 7.3 P1P2 について

t(P1P2)P1P2 = tP2
tP1P1P2 = tP2I2P2 = tP2P2 = I2

P1P2
t(P1P2) = P1P2

tP2
tP1 = P1I2

tP1 = P1
tP1 = I2

から P1P2 は直交行列になります．
tP1 = P−1

1 について
t(tP1)

tP1 = P1
tP1 = I2

tP1
t(tP1) =

tP1P1 = I2

から tP1 が直交であることが分かります．
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演習 7.4

Q2 =

(
cos θ sin θ
−sinθ − cos θ

)(
cos θ sin θ
−sinθ − cos θ

)
=

(
cos2 θ + sin2 θ 0

0 cos2 θ + sin2 θ

)
=

(
1 0
0 1

)
= I2

が成立しますから，正則行列の定義から Qは正則となり，Q−1 = Qが従います．

演習 7.5 v⃗ =

(
x

y

)
とすると

w⃗ =
(
x cos

α

2
+ y sin

α

2

)cos α
2

sinα
2


= x

 cos2 α
2

cos α
2 sin α

2

+ y

(
cos α

2 sin α
2

sin2 α
2

)
=

(
cos2 α

2 cos α
2 sin α

2

cos α
2 sin α

2 sin2 α
2

)(
x
y

)

から

q⃗ =

(
2

(
cos2 α

2 cos α
2 sin α

2

cos α
2 sin α

2 sin2 α
2

)
− I2

)(
x
y

)
=

(
2 cos2 α

2 − 1 2 cos α
2 sin α

2

2 cos α
2 sin α

2 sin2 α
2 − 1

)(
x
y

)
=

(
cosα sinα
sinα − cosα

)(
x
y

)
=

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
v⃗

となります．よって

Q =

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
であることが分かります．



285� �
演習 7.6 (1) A =

(
2 1

1 2

)
を直交行列で対角化しましょう。

(2) 制約条件
x2 + y2 = 1

の下で

z =

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
= 2x2 + 2xy + 2y2

の最大値・最小値を求めましょう．� �
解答 (1) まず Aの固有値を求めます。

ΦA(λ) = |λI2 −A| =
∣∣∣∣λ− 2 −1
−1 λ− 2

∣∣∣∣
= (λ− 2)2 − (−1)2 = (λ− 1)(λ− 3)

から A の固有値は λ = −1, 3 であることが分かります。次に λ = −1, 3 に対して、
それぞれの固有ベクトルを求めます。

(i) λ = 3のとき、

Av⃗ = 3v⃗ ⇔
(

1 −1
−1 1

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x− y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
x

)
= x

(
1
1

)
(x ̸= 0)

となります。

(ii) λ = 1のとき、

Av⃗ = −v⃗ ⇔
(
−1 −1
−1 −1

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
−x

)
= x

(
1
−1

)
(x ̸= 0)

となります。
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ここで p⃗1 = 1√
2
·

(
1

1

)
, p⃗2 = 1√

2
·

(
−1
1

)
により P = (p⃗1 p⃗2)と定めると、P は

回転行列となります。さらに

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (3p⃗1 p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
3 0
0 1

)

から A = P

(
3 0

0 1

)
P−1 と Aは対角化できます。

(2) Aが定める 2次形式を (1)で用いた回転座標変換を適用します。P が回転行列で

すから P−1 も回転行列で(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
=

(
P−1A

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

(
P−1AP · P−1

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

((
3 0
0 1

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= 3ξ2 + η2

となります。ここで回転座標変換(
ξ
η

)
= P−1

(
x
y

)
を用いました。

さらに制約条件は
ξ2 + η2 = 1

となりますから，制約条件を用いて η を消去すると

z = 3ξ2 + η2 = 3ξ2 + (1− ξ2) = 1 + 2ξ2 ≥ 1

となりますから，制約条件の下で z ≥ 1であることが分かります。さらに最後の等号

が ξ = 0従って η = ±1のときに成立することから(
x
y

)
= P

(
0
±1

)
= ±p⃗2

において z は最小値 1を取ることが分かります．

他方，制約条件を用いて ξ を消去すると

z = 3ξ2 + η2 = 3(1− η2) + η2 = 3− 2η2 ≤ 3
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となりますから，制約条件の下で z ≤ 3であることが分かります。さらに最後の等号

が η = 0従って ξ = ±1のときに成立することから(
x
y

)
= P

(
±1
0

)
= ±p⃗1

において z は最小値 3を取ることが分かります．� �
演習 7.6B (1) A =

(
1 2

2 1

)
を直交行列で対角化しましょう。

(2) 制約条件
x2 + y2 = 1

の下で

z =

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
= x2 + 4xy + y2

の最大値・最小値を求めましょう．� �
解答 (1) まず Aの固有値を求めます。

ΦA(λ) = |λI2 −A| =
∣∣∣∣λ− 1 −2
−2 λ− 1

∣∣∣∣
= (λ− 1)2 − (−2)2 = (λ+ 1)(λ− 3)

から A の固有値は λ = −1, 3 であることが分かります。次に λ = −1, 3 に対して、
それぞれの固有ベクトルを求めます。

(i) λ = 3のとき、

Av⃗ = 3v⃗ ⇔
(

2 −2
−2 2

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x− y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
x

)
= x

(
1
1

)
(x ̸= 0)

となります。

(ii) λ = −1のとき、

Av⃗ = −v⃗ ⇔
(
−2 −2
−2 −2

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ y = 0
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から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
−x

)
= x

(
1
−1

)
(x ̸= 0)

となります。

ここで p⃗1 = 1√
2
·

(
1

1

)
, p⃗2 = 1√

2
·

(
−1
1

)
により P = (p⃗1 p⃗2)と定めると、P は

回転行列となります。さらに

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (3p⃗1 − p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
3 0
0 −1

)

から A = P

(
3 0

0 −1

)
P−1 と Aは対角化できます。

(2) Aが定める 2次形式を (1)で用いた回転座標変換を適用します。P が回転行列で

すから P−1 も回転行列で(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
=

(
P−1A

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

(
P−1AP · P−1

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

((
3 0
0 −1

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= 3ξ2 − η2

となります。ここで回転座標変換(
ξ
η

)
= P−1

(
x
y

)
を用いました。

さらに制約条件は
ξ2 + η2 = 1

となりますから，制約条件を用いて η を消去すると

z = 3ξ2 − η2 = 3ξ2 − (1− ξ2) = −1 + 4ξ2 ≥ −1

となりますから，制約条件の下で z ≥ −1であることが分かります。さらに最後の等
号が ξ = 0従って η = ±1のときに成立することから(

x
y

)
= P

(
0
±1

)
= ±p⃗2
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において z は最小値 −1を取ることが分かります．
他方，制約条件を用いて ξ を消去すると

z = 3ξ2 − η2 = 3(1− η2)− η2 = 3− 4η2 ≤ 3

となりますから，制約条件の下で z ≤ 3であることが分かります。さらに最後の等号

が η = 0従って ξ = ±1のときに成立することから(
x
y

)
= P

(
±1
0

)
= ±p⃗1

において z は最小値 3を取ることが分かります．� �
演習 7.7 以下の対称行列 Aを回転行列で対角化して、Aが定める 2次形式を回

転座標変換で簡単にしましょう．

(1)A =

(
−1 3

3 7

)
(2) A =

(
1 4

4 7

)
� �
解答 (1) まず Aの固有値を求めます。

ΦA(λ) = |λI2 −A| =
∣∣∣∣λ+ 1 −3
−3 λ− 7

∣∣∣∣
= (λ+ 1)(λ− 7)− (−3)2 = (λ+ 2)(λ− 8)

から A の固有値は λ = −2, 8 であることが分かります。次に λ = −2, 8 に対して、
それぞれの固有ベクトルを求めます。

(i) λ = −2のとき、

A

(
x
y

)
= −2

(
x
y

)
⇔
(
−1 −3
−3 −9

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ 3y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
−3y
y

)
= y

(
−3
1

)
(y ̸= 0)

となります。

(ii) λ = 8のとき、

A

(
x
y

)
= −

(
x
y

)
⇔
(

9 −3
−3 1

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ 3x− y = 0
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から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
3x

)
= x

(
1
3

)
(x ̸= 0)

となります。

ここで p⃗1 = 1√
10

(
3

−1

)
, p⃗2 = 1√

10

(
1

3

)
により P = (p⃗1 p⃗2) =

1√
10

(
3 1

−1 3

)
と定めると、P は回転行列となります。さらに

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (−2p⃗1 8p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
−2 0
0 8

)

から A = P

(
−2 0

0 8

)
P−1 と Aは対角化できます。さらに P が回転行列ですから

P−1 も回転行列で(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
=

(
P−1A

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

(
P−1AP · P−1

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

((
−2 0
0 8

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= −2ξ2 + 8η2

となります。ここで回転座標変換(
ξ
η

)
= P−1

(
x
y

)
を用いました。

(2) まず Aの固有値を求めます。

ΦA(λ) = |λI2 −A| =
∣∣∣∣λ− 1 −4
−4 λ− 7

∣∣∣∣
= (λ− 1)(λ− 7)− (−4)2 = (λ− 9)(λ+ 1)

から A の固有値は λ = −1, 9 であることが分かります。次に λ = −1, 3 に対して、
それぞれの固有ベクトルを求めます。

(i) λ = 9のとき、

Av⃗ = 9v⃗ ⇔
(

8 −4
−4 2

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ 2x− y = 0
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から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
2x

)
= x

(
1
2

)
(x ̸= 0)

となります。

(ii) λ = −1のとき、

Av⃗ = −v⃗ ⇔
(
−2 −4
−4 −8

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ 2y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
−2y
y

)
= y

(
−2
1

)
(x ̸= 0)

となります。

ここで p⃗1 = 1√
5
·

(
1

2

)
, p⃗2 = 1√

5
·

(
−2
1

)
により P = (p⃗1 p⃗2)と定めると、P は

回転行列となります。さらに

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (9p⃗1 − p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
9 0
0 −1

)

から A = P

(
9 0

0 −1

)
P−1 と Aは回転行列 P を用いて対角化できます。ここで A

が定める 2次形式 (
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
を考えましょう。P−1 も回転行列ですから、内積を保ちます。このことを用いると

(Av⃗, v⃗) = (P−1Av⃗, P−1v⃗)

= (P−1AP · P−1v⃗, P−1v⃗)

=

((
9 0
0 −1

)
P−1v⃗, P−1v⃗

)
が従います。さらに(

ξ
η

)
= P−1v⃗ すなわち v⃗ = P

(
ξ
η

)
= ξp⃗1 + ηp⃗2

とすると
(Av⃗, v⃗) = 9ξ2 − η2
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となります。� �
演習 7.8 対称行列 A ∈ M2(R)が定める 2次形式が正定値であるとします．こ

のとき Aは正則で，A−1 が対称となり，A−1 が定める 2次形式も正定値となる

ことを示しましょう．� �
Aが定める 2次形式が正定値ですから，

|A| > 0

が成立します．よって Aは正則であることが分かります．

AA−1 = I2

の両辺の転置をとると
t
(
A−1

)
tA = t

(
A−1

)
A = I2

が成立します．この両変に右から A−1 を掛けると

t
(
A−1

)
= A−1

が従いますから，A−1 が対称であることが分かります．A の固有値 α, β は

α, β > 0

となります．このとき回転行列 Rが存在して

R−1AR =

(
α 0
0 β

)
が成立します．この両辺の逆行列をとると

R−1A−1R =

( 1
α 0
0 1

β

)
を得ます．

ΦA−1(λ) = ΦR−1A−1R =

∣∣∣∣λ− 1
α 0

0 λ− 1
β

∣∣∣∣ = (λ− 1

α
)(λ− 1

β
)

から A−1 の固有値が 1
α ,

1
β > 0と正となります．よって対称な A−1 が定める 2次形

式は正定値となります．
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演習 7.9 次の 2 次曲線を座標の平行移動と回転座標変換を用いて簡単にしま

しょう．

(1) 2x2 −
√
3xy + y2 + (2

√
3− 4)x+ (

√
3− 4)y + (4−

√
3) = 0

(2) x2 − 4xy + 4y2 − 8x+ 6y = 0

(3) 2x2 + 4xy − y2 − 20x− 8y + 32 = 0

(4) x2 + xy + y2 + x+ y = 0

(5) x2 − 4xy + y2 + 2x+ 4y − 5 = 0

(6) x2 − 4xy + 4y2 − 5y − 2 = 0� �
解答 (1)

2x2 −
√
3xy + y2 + (2

√
3− 4)x+ (

√
3− 4)y + (4−

√
3) = 0 (1)

は

A =

(
2 −

√
3
2

−
√
3
2 1

)
, b⃗ =

(
2
√
3− 4√
3− 4

)
とすると (

A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
+

(⃗
b,

(
x
y

))
+ 4−

√
3 = 0 (2)

と表されます．平行移動の座標変換(
X
Y

)
=

(
x
y

)
−
(
x0
y0

)
によって (2)は(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
2A

(
x0
y0

)
+ b⃗,

(
X
Y

))
+

(
A

(
x0
y0

)
,

(
x0
y0

))
+

(⃗
b,

(
x0
y0

))
= 0

となりますから，ここで

2A

(
x0
y0

)
= −b⃗ すなわち

(
x0
y0

)
= −1

2
A−1⃗b = −1

2
·4
5

(
1

√
3
2√

3
2 2

)(
2
√
3− 4√
3− 4

)
=

(
1
2

)
とおくと(

A

(
x0
y0

)
,

(
x0
y0

))
+

(⃗
b,

(
x0
y0

))
=

1

2

(⃗
b,

(
x0
y0

))
=

1

2

((
2
√
3− 4√
3− 4

)
,

(
1
2

))
= 2
√
3− 6
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と計算されますから (2)は(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+ 2
√
3− 6 = 0 (3)

となります．

次に Aを回転行列で対角化します．Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣∣λ− 2 −
√
3
2

−
√
3
2 λ− 1

∣∣∣∣∣ = (λ− 1

2
)(λ− 5

2
)

から A の固有値は λ = 1
2 ,

5
2 であることが分かります．さらに固有ベクトルを求め

ます．

λ = 1
2 のとき

A

(
x
y

)
=

1

2

(
x
y

)
⇔

(
− 3

2 −
√
3
2

−
√
3
2 − 1

2

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔

√
3 · x+ y = 0

から (
x
y

)
=

(
x

−
√
3 · x

)
= x

(
1

−
√
3

)
(x ̸= 0)

か固有ベクトルとなります．

λ = 5
2 のとき

A

(
x
y

)
=

5

2

(
x
y

)
⇔

(
1
2 −

√
3
2

−
√
3
2 2

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔ x−

√
3 · y = 0

から (
x
y

)
=

(√
3 · y
y

)
= y

(√
3
1

)
(y ̸= 0)

か固有ベクトルとなります．

ここで回転行列

R =

(
1
2

√
3
2

−
√
3
2

1
2

)

を定めると

AR = (Ar⃗1 Ar⃗2) =

(
1

2
r⃗1

5

2
r⃗2

)
= (r⃗1 r⃗2)

(
1
2 0
0 5

2

)
= R

(
1
2 0
0 5

2

)
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から
tRAR =

(
1
2 0
0 5

2

)
と Aは回転行列 Rによって対角化されます．さらに(

X
Y

)
= R

(
ξ
η

)
と回転座標変換を定めると(

A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
=

(
AR

(
ξ
η

)
, R

(
ξ
η

))
=

(
tRAR

(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
=

((
1
2 0
0 5

2

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
=

1

2
ξ2 +

5

2
η2

となりますから，この座標で (1)は

1

2
ξ2 +

5

2
η2 = 6− 2

√
3

と表され，楕円であることが分かります．

(2)
x2 − 4xy + 4y2 − 8x+ 6y = 0 (1)

は

A =

(
1 −2
−2 4

)
, b⃗ =

(
−8
6

)
とすると (

A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
+

(⃗
b,

(
x
y

))
+ 4−

√
3 = 0 (2)

と表されます．|A| = 0ですから，Aを回転行列で対角化することから始めます．

Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 1 2
2 λ− 4

∣∣∣∣ = λ(λ− 5)

から A の固有値は λ = 0, 5 であることが分かります．さらに固有ベクトルを求め

ます．
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λ = 0のとき

A

(
x
y

)
= 0⃗ ⇔

(
1 −2
−2 4

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔ x− 2y = 0

から (
x
y

)
=

(
2y
y

)
= y

(
2
1

)
(y ̸= 0)

か固有ベクトルとなります．

λ = 5のとき

A

(
x
y

)
= 5

(
x
y

)
⇔

(
4 2
2 1

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔ 2x+ y = 0

から (
x
y

)
=

(
x
−2x

)
= x

(
1
−2

)
(5 ̸= 0)

か固有ベクトルとなります．

ここで回転行列

R =
1√
5

(
2 −1
1 2

)
を定めると

AR = (Ar⃗1 Ar⃗2) = (0 · r⃗1 5 · r⃗2) = (r⃗1 r⃗2)

(
0 0
0 5

)
= R

(
0 0
0 5

)
から

tRAR =

(
0 0
0 5

)
と Aは回転行列 Rによって対角化されます．さらに(

x
y

)
= R

(
ξ
η

)
と回転座標変換を定めると(

A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
=

(
AR

(
ξ
η

)
, R

(
ξ
η

))
=

(
tRAR

(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
=

((
0 0
0 5

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= 5η2
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b,

(
x
y

))
=

(⃗
b,R

(
ξ
η

))
=

(
tRb⃗,

(
ξ
η

))
=

(
1√
5

(
2 1
−1 2

)(
−8
6

)
,

(
ξ
η

))
=
−10ξ + 20η√

5

となりますから，この座標で (1)は

5η2 +
−10ξ + 20η√

5
= 0 すなわち η2 +

4√
5
η − 2√

5
ξ = 0 (3)

となります．さらにこれを

ξ =

√
5

2

(
η +

2√
5

)2

− 2√
5

と変形します．最後に (
X
Y

)
=

(
ξ + 2√

5

η + 2√
5

)
と平行移動の座標変換によって (1)は

X =

√
5

2
Y 2

と表されます．

別解 (1) は

(x− 2y)2 − 8x+ 6y = 0 すなわち

(
x− 2y√

5

)2

− 8

5
x+

6

5
y = 0

と変形できます．回転座標変換を(
ξ
η

)
=

(
2x+y√

5
−x+2y√

5

)
=

1√
5

(
2 1
−1 2

)(
x
y

)
すなわち

(
x
y

)
=

1√
5

(
2 −1
1 2

)(
ξ
η

)
と定めると (1)は

η2 − 8

5
· 2ξ − η√

5
+

6

5
· ξ + 2η√

5
= η2 − 2√

5
ξ +

4√
5
η = 0

と表されます．

(3) A =

(
2 2

2 −1

)
, b⃗ =

(
−20
−8

)
とすれば

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
+

(⃗
b,

(
x
y

))
+ 32 = 0 (1)
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と表現できます． (
X
Y

)
=

(
x
y

)
− α⃗, ただし α⃗ =

(
x0
y0

)
によって平行移動の座標変換を定めると(

A

((
X
Y

)
+ α⃗

)
,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+ 32

=

(
A

(
X
Y

)
+Aα⃗,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)
+ 32

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
+

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+(Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)
+ 32

と展開できます．ここで(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
=

((
X
Y

)
, tAα⃗

)
=

((
X
Y

)
, Aα⃗

)
=

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
と変形すると

z =

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+ 2

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)
+ 32

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
2Aα⃗+ b⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗) + 32

となります．ここで
2Aα⃗+ b⃗ = 0⃗

すなわち

α⃗ =

(
x0
y0

)
= −1

2
A−1⃗b = −1

2

(
−1

6

)(
−1 −2
−2 2

)(
−20
−8

)
=

1

12

(
36
24

)
=

(
3
2

)
と定めると

(Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗) + 32 = −1

2
(⃗b, α⃗) + 32

= −1

2

((
−20
−8

)
,

(
3
2

))
+ 32 = 70

から (
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+ 70 = 0
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となります．

次に Aを回転行列で対角化します．．Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 2 −2
−2 λ+ 1

∣∣∣∣ = (λ− 3)(λ+ 2)

から Aの固有値は λ = −2, 3であることが分かります．さらに固有ベクトルを求め
ます．

λ = −2のとき

A

(
x
y

)
= −2

(
x
y

)
⇔

(
−4 −2
−2 −1

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔ 2x+ y = 0

から (
x
y

)
=

(
x
−2x

)
= x

(
1
−2

)
(x ̸= 0)

か固有ベクトルとなります．

λ = 3のとき

A

(
x
y

)
= 3

(
x
y

)
⇔

(
1 −2
−2 4

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔ x− 2y = 0

から (
x
y

)
=

(
2y
y

)
= y

(
2
1

)
(y ̸= 0)

か固有ベクトルとなります．

ここで回転行列

R =
1√
5

(
1 2
−2 1

)
を定めると

AR = (Ar⃗1 Ar⃗2) = (−2r⃗1 3r⃗2) = (r⃗1 r⃗2)

(
−2 0
0 3

)
= R

(
−2 0
0 3

)
から

tRAR =

(
−2 0
0 3

)
と Aは回転行列 Rによって対角化されます．さらに(

X
Y

)
= R

(
ξ
η

)
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と回転座標変換を定めると(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
=

(
AR

(
ξ
η

)
, R

(
ξ
η

))
=

(
tRAR

(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
=

((
−2 0
0 3

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= −2ξ2 + 3η2

となりますから，この座標で (1)は

−2ξ2 + 3η2 + 70 = 0

と表され，双曲線であることが分かります．

(4) A =

(
1 1

2
1
2 1

)
, b⃗ =

(
1

1

)
とすれば

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
+

(⃗
b,

(
x
y

))
= 0 (1)

と表現できます． (
X
Y

)
=

(
x
y

)
− α⃗, ただし α⃗ =

(
x0
y0

)
によって平行移動の座標変換を定めると(

A

((
X
Y

)
+ α⃗

)
,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+ 32

=

(
A

(
X
Y

)
+Aα⃗,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
+

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+(Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)

と展開できます．ここで(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
=

((
X
Y

)
, tAα⃗

)
=

((
X
Y

)
, Aα⃗

)
=

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
と変形すると(

A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+ 2

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
2Aα⃗+ b⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗) = 0
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となります．ここで
2Aα⃗+ b⃗ = 0⃗

すなわち

α⃗ =

(
x0
y0

)
= −1

2
A−1⃗b = −1

2
· 4
3

(
1 − 1

2
− 1

2 1

)(
1
1

)
= −1

3

(
1
1

)
と定めると

(Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗) = −1

2
(⃗b, α⃗)

= −1

2

((
1
1

)
,−1

3

(
1
1

))
= −1

3

から (1)は (
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
− 1

3
= 0

となります．

さらに A，正確には 2次形式

(
A

(
X

Y

)
,

(
X

Y

))
を回転行列

R =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
を用いた座標変換 (

X
Y

)
= R

(
ξ
η

)
で変換します．すなわち(

A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
=

(
AR

(
ξ
η

)
, R

(
ξ
η

))
=

(
tRAR

(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
=

((
3
2 0
0 1

2

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
=

3

2
ξ2 +

1

2
η2

となります．ここで

tRAR =
1√
2

(
1 1
−1 1

)
·
(
1 1

2
1
2 1

)
· 1√

2

(
1 −1
1 1

)
=

1

2

(
3 0
0 1

)



302 第 7章演習解答

であることを用いました．以上から与えられた 2次曲線は楕円

3

2
ξ2 +

1

2
η2 − 1

3
= 0

であることが分かりました．

(5) A =

(
1 −2
−2 1

)
, b⃗ =

(
2

4

)
とすれば

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
+

(⃗
b,

(
x
y

))
− 5 = 0 (1)

と表現できます． (
X
Y

)
=

(
x
y

)
− α⃗, ただし α⃗ =

(
x0
y0

)
によって平行移動の座標変換を定めると (1)は(

A

((
X
Y

)
+ α⃗

)
,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
− 5

=

(
A

(
X
Y

)
+Aα⃗,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)
− 5

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
+

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+(Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)
− 5 = 0

と展開できます．ここで(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
=

((
X
Y

)
, tAα⃗

)
=

((
X
Y

)
, Aα⃗

)
=

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
と変形すると(

A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+ 2

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
2Aα⃗+ b⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗)

となります．ここで
2Aα⃗+ b⃗ = 0⃗

すなわち

α⃗ =

(
x0
y0

)
= −1

2
A−1⃗b = −1

2

(
−1

3

)(
1 2
2 1

)(
2
4

)
=

1

3

(
5
4

)
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と定めると

(Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗) =
1

2
(⃗b, α⃗)

=
1

2

((
2
4

)
,
1

3

(
5
4

))
= −2

3

から (1)は(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
− 2

3
− 5 = 0 すなわち

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
− 28

3
= 0

となります．

次に Aを回転行列で対角化します．．Aの固有多項式は

ΦA(λ) =

∣∣∣∣λ− 1 2
2 λ− 1

∣∣∣∣ = (λ+ 1)(λ− 3)

から Aの固有値は λ = −1, 3であることが分かります．さらに固有ベクトルを求め
ます．

λ = −1のとき

A

(
x
y

)
= −

(
x
y

)
⇔

(
−2 2
2 −2

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔ x− y = 0

から (
x
y

)
=

(
x
x

)
= x

(
1
1

)
(x ̸= 0)

か固有ベクトルとなります．

λ = 3のとき

A

(
x
y

)
= 3

(
x
y

)
⇔

(
2 2
2 2

)(
x
y

)
= 0⃗ ⇔ x+ y = 0

から (
x
y

)
=

(
−y
y

)
= y

(
−1
1

)
(y ̸= 0)

か固有ベクトルとなります．

ここで回転行列

R =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
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を定めると

AR = (Ar⃗1 Ar⃗2) = (−r⃗1 3r⃗2) = (r⃗1 r⃗2)

(
−1 0
0 3

)
= R

(
−1 0
0 3

)
から

tRAR =

(
−1 0
0 3

)
と Aは回転行列 Rによって対角化されます．さらに(

X
Y

)
= R

(
ξ
η

)
と回転座標変換を定めると(

A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
=

(
AR

(
ξ
η

)
, R

(
ξ
η

))
=

(
tRAR

(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
=

((
−1 0
0 3

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= −ξ2 + 3η2

となりますから，この座標で (1)は

−ξ2 + 3η2 − 28

3
= 0

と表され，双曲線であることが分かります．

(6)
x2 − 4xy + 4y2 − 5y − 2 = 0 (1)

について問題 (2)の別解と同様に考えてみます．すなわち(
x− 2y√

5

)2

− y − 2

5
= 0 (2)

と変形すると，回転座標変換(
ξ
η

)
=

1√
5

(
1 −2
2 1

)(
x
y

)
(
x
y

)
=

1√
5

(
1 2
−2 1

)(
ξ
η

)
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によって

ξ2 − −2ξ + η√
5
− 2

5
= 0

となります．これを(
ξ +

1√
5

)2

− η√
5
+

3

5
= 0 すなわち η =

√
5

(
ξ +

1√
5

)2

+
3√
5

とさらに変形します．ここで (
X
Y

)
=

(
ξ + 1√

5

η − 3√
5

)

と平行移動の座標変換を考えると

Y =
√
5X2

となります．
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追加問題 (2018年版)� �
I (MSF2018第 4章 II) A =

(
a b

c d

)
に対してその転置行列を tA =

(
a c

b d

)
によって定義します．　 v⃗, w⃗ ∈ R2 に対して

(Av⃗, w⃗) = (v⃗, tAw⃗)

が成立することを示しましょう．� �
解答

A =

(
a b
c d

)
= (α⃗ β⃗), v⃗ =

(
x
y

)
とおくと

(Av⃗, w⃗) = (xα⃗+ yβ⃗, w⃗) = x(α⃗, w⃗) + y(β⃗, w⃗)

=

((
x
y

)
,

(
(α⃗, w⃗)

(β⃗, w⃗)

))
となる．他方

tAw⃗ =

(
tα⃗
tβ⃗

)
w⃗ =

(
tα⃗w⃗
tβ⃗w⃗

)
=

(
(α⃗, w⃗)

(β⃗, w⃗)

)
から

(Av⃗, w⃗) =

((
x
y

)
, tAw⃗

)
= (v⃗, tAw⃗)

が従います．� �
II (MSF2018第 4章 III) (1) 座標変換(

x
y

)
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)(
ξ
η

)
によって

z = x2 + xy + y2 − x− 2y

を ξ, η で表しましょう．

(2) (1)を用いて z の最小値を求めましょう．� �
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解答 {
x = 1√

2
(ξ − η)

y = 1√
2
(ξ + η)

から

x+ y =
√
2ξ, xy =

1

2
(ξ2 − η2)

となります．従って

z = (x+ y)2 − xy − x− 2y

= 2ξ2 − 1

2
(ξ2 − η2)− 1√

2
(ξ − η)− 2

1√
2
(ξ + η)

=
3

2
ξ2 +

1

2
η2 − 3√

2
ξ − 1√

2
η

=
3

2

(
ξ − 1

2
√
2

)2

+
1

2

(
η − 1√

2

)2

− 3

16
− 1

4

=
3

2

(
ξ − 1

2
√
2

)2

+
1

2

(
η − 1√

2

)2

− 7

16

から ξ = 1
2
√
2
, η = 1√

2
のとき，すなわち x = − 1

4 , y = 3
4 のとき z は最小値 − 7

16 を

とります．� �
III (MSF2018第 4章 IV)

z = x2 − xy + y2 − 2x+ 3y

に対して，平行移動の座標変換を用いて 1次の項のない形にしましょう．� �
解答 A =

(
1 − 1

2

− 1
2 1

)
, b⃗ =

(
−2
3

)
とすれば

z =

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
+

(⃗
b,

(
x
y

))
と表現できます． (

X
Y

)
=

(
x
y

)
− α⃗, ただし α⃗ =

(
x0
y0

)
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によって平行移動の座標変換を定めると

z =

(
A

((
X
Y

)
+ α⃗

)
,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
=

(
A

(
X
Y

)
+Aα⃗,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
+

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)

と展開できます．ここで(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
=

((
X
Y

)
, tAα⃗

)
=

((
X
Y

)
, Aα⃗

)
=

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
と変形すると

z =

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+ 2

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
2Aα⃗+ b⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗)

となります．ここで
2Aα⃗+ b⃗ = 0⃗

すなわち

α⃗ =

(
x0
y0

)
= −1

2
A−1⃗b = −1

2

(
4

3

)(
1 1

2
1
2 1

)(
−2
3

)
=

1

6

(
1
−2

)
と定めると

(Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗) = −1

2
(⃗b, α⃗)

= −1

2

((
−2
3

)
,
1

6

(
1
−2

))
=

2

3

から

z =

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

2

3

となります．
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IV (MSF2018第 4章 VI)

z = 2x2 + 4xy − y2 − 20x− 8y + 32

に対して，平行移動の座標変換を用いて 1次の項のない形にしましょう．� �
解答 A =

(
2 2

2 −1

)
, b⃗ =

(
−20
−8

)
とすれば

z =

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
+

(⃗
b,

(
x
y

))
+ 32

と表現できます． (
X
Y

)
=

(
x
y

)
− α⃗, ただし α⃗ =

(
x0
y0

)
によって平行移動の座標変換を定めると

z =

(
A

((
X
Y

)
+ α⃗

)
,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+ 32

=

(
A

(
X
Y

)
+Aα⃗,

(
X
Y

)
+ α⃗

)
+

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)
+ 32

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
+

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+(Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)
+ 32

と展開できます．ここで(
A

(
X
Y

)
, α⃗

)
=

((
X
Y

)
, tAα⃗

)
=

((
X
Y

)
, Aα⃗

)
=

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
と変形すると

z =

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+ 2

(
Aα⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) +

(⃗
b,

(
X
Y

))
+
(⃗
b, α⃗
)
+ 32

=

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+

(
2Aα⃗+ b⃗,

(
X
Y

))
+ (Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗) + 32

となります．ここで
2Aα⃗+ b⃗ = 0⃗



310 第 7章演習解答

すなわち

α⃗ =

(
x0
y0

)
= −1

2
A−1⃗b = −1

2

(
1

6

)(
−1 −2
−2 −2

)(
−20
−8

)
=

1

12

(
36
24

)
=

(
3
2

)
と定めると

(Aα⃗, α⃗) + (⃗b, α⃗) + 32 = −1

2
(⃗b, α⃗) + 32

= −1

2

((
−20
−8

)
,

(
3
2

))
+ 32 = 70

から

z =

(
A

(
X
Y

)
,

(
X
Y

))
+ 70

となります．� �
V (MSF2018第 4章 VII) a > 0, ab− c2 > 0のとき

ax2 + 2cxy + by2 > 0

((
x
y

)
̸= 0⃗

)
が成立することを示しましょう．� �

解答

ax2 + 2cxy + by2 = a
(
x+

c

a
y
)2

+
ab− c2

a
y2

となります．ここで a > 0, ab− c2 > 0から

a
(
x+

c

a
y
)2

+
ab− c2

a
y2 ≥ 0

であることが分かります．さらにこの不等式における等号成立の必要十分条件は

a
(
x+

c

a
y
)2

= 0,
ab− c2

a
y2 = 0

すなわち
x+

c

a
y = y = 0 i.e. x = y = 0
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ですから，x ̸= 0または y ̸= 0が成立するとき

a
(
x+

c

a
y
)2

+
ab− c2

a
y2 > 0

となります．� �
VI A =

(
5− c 2

2 2− c

)
に対して

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
> 0

((
x
y

)
̸= 0⃗

)
を満たす c ∈ Rをすべて求めましょう．� �

解答　求める条件は

5− c > 0 かつ

∣∣∣∣5− c 2
2 2− c

∣∣∣∣ > 0

となります．∣∣∣∣5− c 2
2 2− c

∣∣∣∣ = (5− c)(2− c)− 22 = (c− 1)(c− 6) > 0 ⇔ c < 1, c > 6

なので，求める条件は
c < 1

であることが分かります．� �
VII関数

z = x2 + xy + y2 − 4x+ 6y

に対して回転座標変換 (
x
y

)
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)(
X
Y

)
を用いて、最小値を求めましょう．� �

解答
z = (x+ y)2 − xy − 4x+ 6y
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に

x+ y =
√
2X, xy =

1

2

(
X2 − Y 2

)
を代入して

z = 2X2 − 1

2

(
X2 − Y 2

)
− 4 · 1√

2
(X − Y ) + 6 · 1√

2
(X + Y )

=
3

2
X2 +

1

2
Y 2 +

√
2X + 5

√
2Y

=
3

2

(
X +

√
2

3

)2

+
1

2
(Y + 5

√
2)2 − 1

3
− 25

から X = −
√
2
3 , Y = −5

√
23のとき，すなわち

x =
1√
2

(
−
√
2

3
+ 5
√
2

)
=

14

3

y =
1√
2

(
−
√
2

3
− 5
√
2

)
= −16

3

のとき最小値 z = −25をとります．� �
VIII曲線 x2 + 3xy + y2 − 1 = 0 が回転座標変換

(
x

y

)
= 1√

2

(
1 −1
1 1

)(
X

Y

)
によっていかなる式で表されるか考えましょう．� �

解答 {
x = 1√

2
(X − Y )

y = 1√
2
(X + Y )

から

x+ y =
√
2X, xy =

1

2
(X2 − Y 2)

となります．これから

x2 + 3xy + y2 − 1 = 2X2 +
1

2
(X2 − Y 2)− 1 =

5

2
X2 − 1

2
Y 2 − 1

となります．
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問題 IX(1) B =

(
−1 3

3 7

)
を回転行列で対角化して、B が定める 2 次形式(

B

(
x

y

)
,

(
x

y

))
を簡単にしましょう。

� �
解答 まず B の固有値を求めます。

ΦB(λ) = |λI2 −B| =
∣∣∣∣λ+ 1 −3
−3 λ− 7

∣∣∣∣
= (λ+ 1)(λ− 7)− (−3)2 = (λ+ 2)(λ− 8)

から B の固有値は λ = −2, 8 であることが分かります。次に λ = −2, 8 に対して、
それぞれの固有ベクトルを求めます。

(i) λ = −2のとき、

B

(
x
y

)
= −2

(
x
y

)
⇔
(
−1 −3
−3 −9

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ 3y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
−3y
y

)
= y

(
−3
1

)
(y ̸= 0)

となります。

(ii) λ = 8のとき、

B

(
x
y

)
= −

(
x
y

)
⇔
(

9 −3
−3 1

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ 3x− y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
3x

)
= x

(
1
3

)
(x ̸= 0)

となります。

ここで p⃗1 = 1√
10
·

(
3

−1

)
, p⃗2 = 1√

10
·

(
1

3

)
により P = (p⃗1 p⃗2) =

1√
10

(
3 1

−1 3

)
と定めると、P は回転行列となります。さらに

BP = (Bp⃗1 Bp⃗2) = (−2p⃗1 8p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
−2 0
0 8

)
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から B = P

(
−2 0

0 8

)
P−1 と B は対角化できます。さらに P が回転行列ですから

P−1 も回転行列で(
B

(
x
y

)
,

(
x
y

))
=

(
P−1B

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

(
P−1BP · P−1

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

((
−2 0
0 8

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= −2ξ2 + 8η2

となります。ここで回転座標変換(
ξ
η

)
= P−1

(
x
y

)
を用いました。� �

XI(2) B =

(
1 2

2 1

)
を回転行列で対角化して、B が定める 2 次形式(

B

(
x

y

)
,

(
x

y

))
を簡単にしましょう。

� �
解答 まず B の固有値を求めます。

ΦB(λ) = |λI2 −B| =
∣∣∣∣λ− 1 −2
−2 λ− 1

∣∣∣∣
= (λ− 1)2 − (−2)2 = (λ+ 1)(λ− 3)

から B の固有値は λ = −1, 3 であることが分かります。次に λ = −1, 3 に対して、
それぞれの固有ベクトルを求めます。

(i) λ = 3のとき、

Bv⃗ = 3v⃗ ⇔
(

2 −2
−2 2

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x− y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
x

)
= x

(
1
1

)
(x ̸= 0)
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となります。

(ii) λ = −1のとき、

Bv⃗ = −v⃗ ⇔
(
−2 −2
−2 −2

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
−x

)
= x

(
1
−1

)
(x ̸= 0)

となります。

ここで p⃗1 = 1√
2
·

(
1

1

)
, p⃗2 = 1√

2
·

(
−1
1

)
により P = (p⃗1 p⃗2)と定めると、P は

回転行列となります。さらに

BP = (Bp⃗1 Bp⃗2) = (3p⃗1 − p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
3 0
0 −1

)

から B = P

(
3 0

0 −1

)
P−1 と B は対角化できます。さらに P が回転行列ですから

P−1 も回転行列で(
B

(
x
y

)
,

(
x
y

))
=

(
P−1B

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

(
P−1BP · P−1

(
x
y

)
, P−1

(
x
y

))
=

((
3 0
0 −1

)(
ξ
η

)
,

(
ξ
η

))
= 3ξ2 − η2

となります。ここで回転座標変換(
ξ
η

)
= P−1

(
x
y

)
を用いました。� �

XI(3) A =

(
1 4

4 7

)
を回転行列で対角化しましょう。

� �
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解答 まず Aの固有値を求めます。

ΦA(λ) = |λI2 −A| =
∣∣∣∣λ− 1 −4
−4 λ− 7

∣∣∣∣
= (λ− 1)(λ− 7)− (−4)2 = (λ− 9)(λ+ 1)

から A の固有値は λ = −1, 9 であることが分かります。次に λ = −1, 9 に対して、
それぞれの固有ベクトルを求めます。

(i) λ = 9のとき、

Bv⃗ = 9v⃗ ⇔
(

8 −4
−4 2

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ 2x− y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
2x

)
= x

(
1
2

)
(x ̸= 0)

となります。

(ii) λ = −1のとき、

Av⃗ = −v⃗ ⇔
(
−2 −4
−4 −8

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ 2y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
−2y
y

)
= y

(
−2
1

)
(x ̸= 0)

となります。

ここで p⃗1 = 1√
5
·

(
1

2

)
, p⃗2 = 1√

5
·

(
−2
1

)
により P = (p⃗1 p⃗2)と定めると、P は

回転行列となります。さらに

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (9p⃗1 − p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
9 0
0 −1

)

から A = P

(
9 0

0 −1

)
P−1 と B は回転行列 P を用いて対角化できます。ここで A

が定める 2次形式 (
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
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を考えましょう。P−1 も回転行列ですから、内積を保ちます。このことを用いると

(Av⃗, v⃗) = (P−1Av⃗, P−1v⃗)

= (P−1AP · P−1v⃗, P−1v⃗)

=

((
9 0
0 −1

)
P−1v⃗, P−1v⃗

)
が従います。さらに(

ξ
η

)
= P−1v⃗ すなわち v⃗ = P

(
ξ
η

)
= ξp⃗1 + ηp⃗2

とすると
(Av⃗, v⃗) = 9ξ2 − η2

となります。� �
XI(4) A =

(
2 −2
−2 −1

)
を回転行列で対角化しましょう。

� �
解答 まず Aの固有値を求めます。

ΦA(λ) = |λI2 −A| =
∣∣∣∣λ− 2 2

2 λ+ 1

∣∣∣∣
= (λ− 2)(λ+ 1)− 4 = (λ− 3)(λ+ 2)

から A の固有値は λ = −2, 3 であることが分かります。次に λ = −2, 3 に対して、
それぞれの固有ベクトルを求めます。

(i) λ = −2のとき、

Bv⃗ = −2v⃗ ⇔
(
−4 2
2 −1

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ 2x− y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
2x

)
= x

(
1
2

)
(x ̸= 0)

となります。
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(ii) λ = 3のとき、

Av⃗ = 3v⃗ ⇔
(
1 2
2 4

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x+ 2y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
−2y
y

)
= y

(
−2
1

)
(x ̸= 0)

となります。

ここで p⃗1 = 1√
5
·

(
1

2

)
, p⃗2 = 1√

5
·

(
−2
1

)
により P = (p⃗1 p⃗2)と定めると、P は

回転行列となります。さらに

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (−2p⃗1 3p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
−2 0
0 3

)

から A = P

(
−2 0

0 3

)
P−1 と B は回転行列 P を用いて対角化できます。ここで A

が定める 2次形式 (
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
を考えましょう。P−1 も回転行列ですから、内積を保ちます。このことを用いると

(Av⃗, v⃗) = (P−1Av⃗, P−1v⃗)

= (P−1AP · P−1v⃗, P−1v⃗)

=

((
−2 0
0 3

)
P−1v⃗, P−1v⃗

)
が従います。さらに(

ξ
η

)
= P−1v⃗ すなわち v⃗ = P

(
ξ
η

)
= ξp⃗1 + ηp⃗2

とすると
(Av⃗, v⃗) = −2ξ2 + 3η2

となります。� �
XI(5) A =

(
3 −3
−3 11

)
を回転行列で対角化しましょう。

� �
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解答 まず Aの固有値を求めます。

ΦA(λ) = |λI2 −A| =
∣∣∣∣λ− 3 3

3 λ− 11

∣∣∣∣
= (λ− 3)(λ− 11)− 4 = (λ− 2)(λ− 12)

から Aの固有値は λ = 2, 12であることが分かります。次に λ = 2, 12に対して、そ

れぞれの固有ベクトルを求めます。

(i) λ = 2のとき、

Bv⃗ = 2v⃗ ⇔
(
−1 3
3 −9

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ x− 3y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
3y
y

)
= y

(
3
1

)
(x ̸= 0)

となります。

(ii) λ = 12のとき、

Av⃗ = 12v⃗ ⇔
(
9 3
3 1

)(
x
y

)
= 0⃗⇔ 3x+ y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
−3x

)
= x

(
1
−3

)
(x ̸= 0)

となります。

ここで p⃗1 = 1√
10
·

(
3

1

)
, p⃗2 = 1√

5
·

(
−1
3

)
により P = (p⃗1 p⃗2)と定めると、P は

回転行列となります。さらに

AP = (Ap⃗1 Ap⃗2) = (2p⃗1 12p⃗2) = (p⃗1 p⃗2)

(
2 0
0 12

)

から A = P

(
2 0

0 12

)
P−1 と B は回転行列 P を用いて対角化できます。ここで A

が定める 2次形式 (
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
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を考えましょう。P−1 も回転行列ですから、内積を保ちます。このことを用いると

(Av⃗, v⃗) = (P−1Av⃗, P−1v⃗)

= (P−1AP · P−1v⃗, P−1v⃗)

=

((
2 0
0 12

)
P−1v⃗, P−1v⃗

)
が従います。さらに(

ξ
η

)
= P−1v⃗ すなわち v⃗ = P

(
ξ
η

)
= ξp⃗1 + ηp⃗2

とすると
(Av⃗, v⃗) = 2ξ2 + 12η2

となります。


