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正方行列の三角化

� �
定理 3次正方行列 A ∈ M3(K)に対して

ΦA(λ) = (λ− α)(λ− β)(λ− γ), α, β, γ ∈ K

が成立するならば，正則な P ∈ M3(K)が存在して

P−1AP =
( α ∗ ∗

0 β ∗
0 0 γ

)
(1)

が成立します．� �
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証明 (1)

ある ~q1 ∈ K3が
A~q1 = α~q1, ~q1 6= ~0

を満たします．さらに ~q2,~q3 ∈ K3 を ~q1,~q2,~q3がK3の基底となるように選ぶことが
できます．このとき

Q = (~q1 ~q2 ~q3)

は正則行列となって

AQ = Q
(

α ∗1 #1
0 ∗2 #2
0 ∗3 #3

)
従って Q−1AQ =

(
α ∗1 #1
0 ∗2 #2
0 ∗3 #3

)
となります．
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証明 (2)

ここで B =
(

∗2 #2
∗3 #3

)
とします．このとき

ΦA(λ) = ΦA1(λ) = (λ− α)ΦB(λ)

から
ΦB(λ) = (λ− β)(λ− γ)

となります．同様に考えると正則な R0 ∈ M2(K)が存在して

R−1
0 BR0 =

(
β ∗
0 γ

)
とできます．ここで R =

( 1
R0

)
と定めると R は正則となります．
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証明 (3)

A1R =
(

α ∗1 #1
0
0 B

) ( 1
R0

)
=

(
α ∗′1 #′

1
0
0 BR0

)

R−1A1R =
(

1
R−1

0

)(
α ∗′1 #′

1
0
0 BR0

)
=

(
α ∗′1 #′

1
0
0 R−1

0 BR0

)
=

(
α ∗′1 #′

1
0 β ∗
0 0 γ

)
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CHの定理

� �
定理　前の定理の状況で

ΦA(A) = O3

が成立します．� �
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CHの定理—証明 (1)

一般に f ∈ K[λ], A ∈ M3(K)と正則な P ∈ M3(K)に対して

f (P−1AP) = P−1f (A)P

が成立しますから前定理の (1)の状況で

ΦA(P−1AP) = O3

を示せば十分です．

Nobuyuki TOSE 3 次正方行列の三角化と CH の定理



CHの定理—証明 (2)

ΦA(λ) = (λ− α)(λ− β)(λ− γ)

のとき

ΦA(P−1AP) =

(
0 ∗ ∗
0 β−α ∗
0 0 γ−α

)(
α−β ∗ ∗

0 0 ∗
0 0 γ−β

)(
α−γ ∗ ∗

0 β−γ ∗
0 0 0

)
=

( 0 0 ∗
0 0 ∗
0 0 ∗

)(
α−γ ∗ ∗

0 β−γ ∗
0 0 0

)
= O3

となります．
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