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列に関する余因子展開

� �
∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣ b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣ − a2

∣∣∣∣ b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣ + a3

∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣
= −b1

∣∣∣∣ a2 c2
a3 c3

∣∣∣∣ + b2

∣∣∣∣ a1 c1
a3 c3

∣∣∣∣ − b3

∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣
= c1

∣∣∣∣ a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣ − c2

∣∣∣∣ a1 b1
a3 b3

∣∣∣∣ + c3

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣� �
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行列の積で表す



∣∣∣∣b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣
−

∣∣∣∣a2 c2
a3 c3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a1 c1
a3 c3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a1 b1
a3 b3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣


 a1 b1 c1

a2 b2 c2
a3 b3 c3



=

|A| ∗ ∗
∗ |A| ∗
∗ ∗ |A|
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行列の積で表す (2)

右辺の 3次正方行列の非対角成分は 0, e.g. 1行 2列は

b1

∣∣∣∣b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣ − b2

∣∣∣∣b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣ + b3

∣∣∣∣b1 c1
b2 c3

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
b1 b1 c1
b2 b2 c2
b3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0
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行列の積で表す (3)



∣∣∣∣b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣b1 c1
b3 c3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣
−

∣∣∣∣a2 c2
a3 c3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a1 c1
a3 c3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a1 b1
a3 b3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣


 a1 b1 c1

a2 b2 c2
a3 b3 c3



=

|A| 0 0
0 |A|
0 0 |A|

 = |A| · I3
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行に関する余因子展開

� �
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣ − a2

∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣ + a3

∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣
= −b1

∣∣∣∣a2 a3

c2 c3

∣∣∣∣ + b2

∣∣∣∣a1 a3

c1 c3

∣∣∣∣ − b3

∣∣∣∣a1 a2

c1 c2

∣∣∣∣
= c1

∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ − c2

∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ + c3

∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣� �
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行列の積で表す (1)’

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3




∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a2 a3

c2 c3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣
−

∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a1 a3

c1 c3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a1 a2

c1 c2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣



=

|A| ∗ ∗
∗ |A| ∗
∗ ∗ |A|
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行列の積で表す (2)’

右辺の 3次正方行列の非対角成分は 0, e.g. 3行 2列は

−c1

∣∣∣∣a2 a3

c2 c3

∣∣∣∣ + c2

∣∣∣∣a1 a3

c1 c3

∣∣∣∣ − c3

∣∣∣∣a1 a2

c1 c2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

c1 c2 c3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
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行列の積で表す (3)’

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3




∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a2 a3

c2 c3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣
−

∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a1 a3

c1 c3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a1 a2

c1 c2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣



=

|A| 0 0
0 |A| 0
0 0 |A|

 = |A| · I3
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余因子行列 (1)

3次正方行列A = (aij) ∈ M3(K)に対して

Aij ∈ M2(K)

をAから i行と j列を除いた 2次正方行列とします．
例A =

(
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

)
に対して

A11 =

(
b2 c2
b3 c3

)
, A13 =

(
a2 b2
a3 b3

)
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余因子行列 (2)

Ãij := (−1)i+j det(Aij)

を用いて

Ã = (Ãji)i,j =

Ã11 Ã21 Ã31

Ã12 Ã22 Ã32

Ã13 Ã23 Ã33


をAの余因子行列と呼びます．� �
定理 ÃA = AÃ = |A| · I3� �
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余因子行列 (3)

定義　A ∈ M3(K)が正則であるとは，あるX ∈ M3(K)に対して

AX = XA = I3

注意 A,X, Y ∈ M3(K)に対して

AX = XA = I3, AY = Y A = I3 ⇒ X = Y� �
定理 |A| 6= 0ならばAは正則で

A−1 =
1

|A|
Ã

� �
注意 A,B ∈ M3(K)に対して

(λA)B = A(λB) = λ(AB)
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正則性の条件

定理 A ∈ M3(K)に対して

(1) Aは正則 ⇔ (2)
(
A~v = ~0 ⇒ ~v = ~0

)
⇔ (3) |A| 6= 0
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正則性の条件 (¬(3) ⇒ ¬(2))—別の証明

A = (~a ~b ~c)とする．|A| = 0ならば

AÃ = |A|I3 = O3

(i) Ã 6= O3ならば Ã = (~p ~q ~r)とすると ~p, ~q, ~r の少なくとも 1個が非
自明解となります．

(ii) Ã = O3ならば
~a ‖ ~b, ~b ‖ ~c, ~c ‖ ~a
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分類

|A| 6= 0 kerA = {~0}
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)

|A| = 0, Ã 6= O3 ∃~v1 6= ~0 ker(A) = K~v1

(
1 0 ∗
0 1 ∗
0 0 0

)(
1 ∗ 0
0 0 1
0 0 0

)(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)
|A| = 0, Ã = O3

A 6= O3

∃~v1, ∃~v2 ∈ K3

~v1 ∦ ~v2, ker(A) = K~v1 + K~v2

(
1 ∗ ∗
0 0 0
0 0 0

)(
0 1 ∗
0 0 0
0 0 0

)(
0 0 1
0 0 0
0 0 0

)
A = O3 ker(A) = K3 O3
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階数標準形

行基本変形によってA ∈ M3(K)が狭義の階段行列A0 ∈ M3(K)に変
形されるとき：

A → · · · → A0

Aに対してA0は一意的に定まります．A0をAの階数標準形と呼び
ます．
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