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部分空間 (0)—復習

� �
定義~a, ~b ∈ Knが~a ∦ ~b を満たすとき

L(~a, ~b) := {x~a + y~b ∈ Kn; x , y ∈ K}

を 2次元部分空間と呼びました．� �
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部分空間

� �
定義Knの部分集合 V が

~v1, ~v2 ∈ V ⇒ λ~v1 + µ~v2 ∈ V

を満たすとき，V を部分空間と呼ぶ．� �
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部分空間 (2)

例
V1 :=

{( x
y
z

)
∈ R3; x + y + z = 0

}
は部分空間です．
実際 ~v1 =

( x1y1z1

)
, ~v2 =

( x2y2z2

)
∈ V1ならば λ~v1 + µ~v2 =

(
λx1+µx2
λy1+µy2
λz1+µz2

)
で

(λx1 + µx2) + (λy1 + µy2) + (λz1 + µz2) = λ(x1 + y1 + z1) + µ(x2 + y2 + z2) = 0
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部分空間 (3)

例　
V2 :=

{
s
( 1

1
1

)
∈ R3; s ∈ R

}
は部分空間です．実際，~w1, ~w2 ∈ V2 とすると~a =

( 1
1
1

)
を用いて ~w1, ~w2は

~w1 = s1~a, ~w2 = s2~a

と表され
λ~w1 + µ~w2 = λs1~a + µs2~a = (λs1 + µs2)~a ∈ V2
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部分空間 (4-1)

例 (自明な部分空間) {~0}, Kn

例 A m行 n列の行列に対して

ker(A) := {~v ∈ Kn; A~v = ~0}

Im(A) := {A~v ∈ Km; ~v ∈ Kn}
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部分空間 (4-2) ker(A)

~v1, ~v2 ∈ ker(A)とすると
A~v1 = A~v2 = ~0

このとき
A(λ~v1 + µ~v2) = λA~v1 + µA~v2 = λ~0 + µ~0 = ~0

これは
λ~v1 + µ~v2 ∈ ker(A)
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部分空間 (4-3) Im(A)

~w1, ~w2 ∈ Im(A)とします．これは何を意味しますか？
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部分空間 (5)

例 ~p1, . . . , ~pn ∈ Kmに対して

L(~p1, . . . , ~pn) := {x1~p1 + . . .+ xn~pn; x1, . . . , xn ∈ K}

を ~p1, . . . , ~pmが生成するKm中の部分空間と呼ぶ．

注意 P = (~p1 · · · ~pn)とm × n行列を定めると

Im(P) = L(~p1, . . . , ~pn)
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部分空間の基底 (1)

V はKnの部分空間で，V 6= {~0}とします．
~p1, . . . , ~pnが V の基底であるとは V が以下の条件を満たすときです．

~p1, . . . , ~pnは線型独立である．i.e.

c1~p1 + · · ·+ cm~pn = ~0 ならば c1 = · · · = cm = 0

L(~p1, . . . , ~pn) = V i.e. 任意の ~v ∈ V が

~v = c1~p1 + · · ·+ cn~pn

と表される．
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部分空間の基底 (2)—例

V1 :=
{( x

y
z

)
∈ R3; x + y + z = 0

}
に対して ~v =

( x
y
z

)
∈ V1 とすると

~v =
(−y−z

y
z

)
= y

(−1
1
0

)
+ z

(−1
0
1

)
から ~p1 =

(−1
1
0

)
, ~p2 =

(−1
0
1

)
に対して

V1 = L(~p1, ~p2)

他方 ~p1, ~p2の第 1,2成分について
∣∣−1 −1

1 0
∣∣ = 1 6= 0 から ~P1 ∦ ~p2
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部分空間の基底 (3)—例

4次正方行列 A =

(
0 1 −2 3
1 1 −3 6
4 −2 0 4
2 −1 0 2

)
に対して Im(A)を考えましょう．そのために Aを

A = (~a1 ~a2 ~a3 ~a4) −→ · · · −→ B =
(
~b1 ~b2 ~b3 ~b4

)
=

( 1 0 −1 0
0 1 −2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

)
と行基本変形します．
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部分空間の基底 (4)—次元
� �
定理 1 V はKnの部分空間で，V 6= {~0}とします．

~p1, . . . , ~pmは V の基底である，
~q1, . . . ,~q`は V の基底である，

と仮定します．このときm = `となります．� �
定理 1は次の定理 2から証明できます．� �
定理 2 ~p1, . . . , ~pm ∈ Kn, ~q1, . . . ,~q` ∈ Kn とします．

~q1, . . . ,~q` ∈ L(~p1, . . . , ~pm)

で ~q1, . . . ,~q`が線型独立ならば ` ≤ mとなります．� �
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部分空間の基底 (5)—定理 2の証明

~q1 = c11~p1 + . . .+ cm1~pm

~q2 = c12~p1 + . . .+ cm2~pm
...

...
~q` = c1`~p1 + . . .+ cm`~pm

すなわち

(~q1 · · · ~q`) = (~p1 · · · ~pm)

c11 · · · c1`
...

...
cm1 · · · cm`


となります．m < `ならばで ~q1, . . . ,~q`は線型従属となってしまうことが次の定理 3
から従います．
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部分空間の基底 (6)—定理 3� �
定理 3 m行 n列の行列 Aに対して，m < nならば，ある ~v ∈ Knが存在して

A~v = ~0, ~v 6= ~0

が成立します．� �
mに関する帰納法から以下の定理 4から定理 3は従います．（~a1 = ~0ならば A~e1 = ~0
となります．）� �
定理 4 m行 n列の行列 Aに対して第 1列 ~a1 6= ~0 ならば，以下の行基本変形が存
在する．

A → · · · →

 1 b2 · · · bn
0
...
0

B


� �
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部分空間の基底 (7)—定理 3について

m = 2のとき　 2行 3列の行列 A = (~a ~b ~c)（ここで~a, ~b,~c ∈ R2) に対して

(~a ~b ~c)
( x

y
z

)
= ~0 i.e. x~a + y~b + z~c = ~0

に非自明解
( x

y
z

)
6= ~0 が存在する．

m = 3のとき　 3行 4列の行列 A = (~a ~b ~c ~d)（ここで~a, ~b,~c, ~d ∈ R3) に対して

(~a ~b ~c ~d)
( x

y
z
w

)
= ~0 i.e. x~a + y~b + z~c + w~d = ~0

に非自明解
( x

y
z
w

)
6= ~0 が存在する．
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部分空間の基底 (8)—定理 4から定理 3 ~a1 6= ~0のとき

A~v = ~0 ⇔

 1 b2 · · · bn
0
...
0

B

~v = ~0

⇔


v1 + b2v2 + · · ·+ bnvn = 0

B
( v2

...
vn

)
= ~0

ここで Bはm − 1行 n − 1列の行列でm − 1 < n − 1なので帰納的に

B
( v2

...
vn

)
= ~0,

( v2
...

vn

)
6= ~0

を満たす v2, . . . , vn ∈ Rが存在．さらに
v1 := −b2v2 − · · · − bnvn

と定めます．
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部分空間の基底 (9)—定理 4の証明

j 行 1列 aji 6= 0とする． ...
aj1
...

 −→

 aj1
∗2
...
∗m

 −→

 1
∗2
...
∗m

 −→

 1 b2 · · · bn
0
...
0

B


最後に ir+ = 1r × (−i∗i) (i = 2, · · · ,m)を施している．
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定理 2の応用 (1)

� �
定理 2 ~p1, . . . , ~pm ∈ Kn, ~q1, . . . ,~q` ∈ Kn とします．

~q1, . . . ,~q` ∈ L(~p1, . . . , ~pm)

で ~q1, . . . ,~q`が線型独立ならば ` ≤ mとなります．� �
(結論の対偶)

` > m ⇒ ~q1, . . . ,~q` は線型従属
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定理 2の応用 (2)

� �
定理 V , W はKnの線型部分空間で V ⊂ W とします．
(1) dimV ≤ dimW
(2) dimV = dimW ⇒ V = W� �
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定理 2の応用 (3)—定理の証明（その 1）

(1) dimV = `, dimW = m とします．V の基底が ~q1, · · · ,~q`, W の基底が ~p1, · · · , ~pm
とします．

~q1, · · · ,~q` ∈ L(~p1, · · · , ~pm)が線型独立

なので ` ≤ m
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定理 2の応用 (4)—定理の証明（その 2）

(2) 準備Rnの部分空間 V の基底が ~q1, · · · ,~q` ．~q`+1 ∈ Rnが ~q`+1 /∈ V ならば

~q1, · · · ,~q`,~q`+1は線型独立である

準備の証明　 c1~q1 + · · ·+ c`~q` + c`+1~q`+1 = ~0 とします．c`+a 6= 0ならば

~q`+1 = − 1
c`+1

(c1~q1 + · · ·+ c`~q`) ∈ L(~q1, · · · ,~q`) = V

と矛盾が生じます．（証明の続きは？）
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定理 2の応用 (5)—定理の証明（その 3）

(2) V & W とします．このときある ~b ∈ W が ~b /∈ V を満たします．準備を用いると

~q1, · · · ,~q`, ~b ∈ L(~p1, . . . , ~pm)は線型独立である

ことになります．m + 1 ≤ mなるので矛盾が生じます．従って V = W であることが
分かります．
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基底の存在 (1)
� �
定理 5 Knの部分空間 V の基底 ~v1, . . . , ~v`があるとします．~v`+1 ∈ Knが

~v`+1 /∈ V

ならば ~v1, . . . , ~v`, ~v`+1 は線型独立である．� �
c1~v1 + . . .+ c`~v` + c`+1~v`+1 = ~0

とします．c`+1 6= 0ならば

~v`+1 = − 1
c` + 1 (c1~v1 + . . .+ c`~v`) ∈ L(~v1, . . . , ~v`) = V

となるので矛盾が生じる．よって c`+1 = 0が従う．
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基底の存在 (2)

� �
定理 6（基底の延長・拡張）Knの部分空間 V , W が

V ⊂ W

を満たします．V の基底 ~v1, . . . , ~v`に対して，W の基底

~v1, . . . , ~v`, ~v`+1, . . . , ~v`+d

が存在します．� �
次のページのプログラムは終了するか？

戸瀬　信之 線型部分空間の基底と次元



基底の存在 (3)
V` = V とします．
(`) V` = W ならば終了．V` ( W ならば ~v`+1 ∈ W で ~v`+1 /∈ V`を満たすものが存在
する．そこで

V`+1 = L(~v1, . . . , ~v`, ~v`+1)

と定義します．
(`+ 1) V`+1 = W ならば終了．V`+1 ( W ならば ~v`+2 ∈ W で ~v`+2 /∈ V`+1 を満たす
ものが存在する．そこで

V`+2 = L(~v1, . . . , ~v`+1, ~v`+2)

と定義します．
(`+ 2) V`+2 = W ならば終了．V`+2 ( W ならば ~v`+3 ∈ W で ~v`+3 /∈ V`+2 を満たす
ものが存在する．そこで

V`+3 = L(~v1, . . . , ~v`+2, ~v`+3)

と定義します．
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基底の存在 (4)

V = {~0}, W = V として上の議論を用いると定理 7を得ます．� �
定理 7 Knの部分空間 V が V 6= {~0}を満たすとき，V には基底が存在します．� �
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基底の存在 (5)

定理 6の議論から定理 8が従います．� �
定理 8 Knの部分空間 V , W が

V ⊂ W

を満たすとします．
(i) dimV ≤ dimW
(ii) dimV = dimV ならば V = W� �
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次元定理 (1)� �
定理 9 m行 n列の行列 A ∈ Mm,n(K)に対して

dim ker(A) = n − dim Im(A)� �
ker(A)の基底を ~v1, . . . , ~v`とします．これを拡張してKnの基底

~v1, . . . , ~v`, ~v`+1, . . . , ~vn

とします．任意の ~w ∈ Im(A)に対して，~v ∈ Knが存在して

~w = A~v

と表せます．このとき

~v = c1~v1 + . . .+ c`~v` + c`+1~v`+1 + . . .+ cn~vn

と表せるので
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次元定理 (2)

A~v = A (c1~v1 + . . .+ c`~v` + c`+1~v`+1 + . . .+ cn~vn)

= c1A~v1 + . . .+ c`A~v` + c`+1A~v`+1 + . . .+ cnA~vn

= c`+1A~v`+1 + . . .+ cnA~vn

から Im(A)は
~w`+1 := A~v`+1, . . . , ~wn := A~vn

で生成されます．次に ~w`+1, . . . , ~wnが線型独立であることを示します．
~0 = c`+1~v`+1 + . . .+ cn~vn = A(c`+1~v`+1 + . . .+ cn~vn)

とすると
c`+1~v`+1 + . . .+ cn~vn ∈ ker(A)

から
c`+1 = . . . = cn = 0
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次元定理 (3)—応用

� �
n次正方行列 A ∈ Mn(K)に対して以下は同値である．
(i) ker(A) = ~0
(ii) Im(A) = Kn� �
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