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定義

~z =

( z1
...

zn

)
, ~w =

( w1
...

wn

)
∈ Cn

に対してエルミート内積とノルムを

(~z, ~w) = z1w̄1 + . . .+ znw̄n

‖~z‖2 = (~z,~z) = |z1|2 + . . .+ |zn|2

によって定義します．
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性質

内積の性質
(~u + ~v ,~z) = (~u, ~w) + (~v , ~w)

(~u, ~v + ~w) = (~u, ~v) + (~u, ~w)

(λ~u, ~v) = λ(~u, ~v), (~u, λ~v) = λ̄(~u, ~v)
(~v ,~u) = (~u, ~v)

ノルムの性質
‖~z‖ ≥ 0, ‖~z‖ = 0 ⇔ ~z = ~0
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随伴行列

U ∈ Mm,n(C)とします．U =

( u1
...

um

)
= (~u1 · · · ~un)のとき

U∗ :=
(t ū1 · · · t ūm

)
= (u∗

1 · · · u∗
m) =

(
(~u1)∗

...
(~un)∗

)

を U の随伴行列 (adjoint)と呼びます．� �
定理 ~z ∈ Cn, ~w ∈ Cmに対して

(U~z, ~w) = (~z,U∗~w)� �
Nobuyuki TOSE 複素数ベクトルの内積とノルム 4 / 9



エルミート行列
n次正方行列 T ∈ Mn(C)が

T ∗ = T
を満たすとき，T をエルミート行列と呼びます．� �
定理 T ∈ Mn(C)がエルミートであるとします．このとき

ΦT (α) = 0 ⇒ α ∈ R� �
証明 ある~z 6= ~0に対して

T~z = α~z
(T~z,~z) = (~z,T ∗~z) = (~z,T~z)

において

(T~z,~z) = (α~z,~z) = α‖~z‖2, (~z,T~z) = (~z, α~z) = ᾱ‖~z‖2

から α = ᾱ
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実対称行列の固有値はすべて実数

� �
定理 実正方行列 A ∈ Mn(R)が対称とします：tA = A．このとき

ΦA(α) = 0 ⇒ α ∈ R� �
証明 Ā = Aなので

A∗ = tA = A

から Aはエルミートであることが分かります．
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Unitary行列 (1)

U ∈ Mn(C)が Unitaryであるとは

U∗U = UU∗ = In (1)

が成立するときである．U∗U = Inとすると

1 = det(U∗U) = det(U∗) det(U) = det(Ū) det(U)

= det(U) · det(U) = |det(U)|2

から
|det(U)| = 1

特に U は正則であることが分かります．これから

(1) ⇔ (1)′ U∗U = In
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Unitary行列 (2)

U = (~u1 · · · ~un)に対して

U∗U =

(
~u∗

1
...
~u∗

n

)
(~u1 · · · ~un)

=

 ~u∗
1~u1 ~u∗

1~u2 · · ·
~u2 ∗+~u1 ~u∗

2~u2 · · ·
...

... . . .


従って

U∗U = In ⇔ (~ui ,~uj) =

{
1 (i = j)
0 (i 6= j)

から
(1) ⇔ ~u1, . . . ,~unは正規直交系
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Unitary行列 (3)

(U~z,U~w) = (U∗U~z, ~w)

が任意の~z, ~w ∈ Cnに対して成立することから

(1) ⇔ (U~z,U~w) = (~z, ~w) (~z, ~w ∈ Cn)
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