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第 18講 (2019/12/20)の確認問題 III

α, β ∈ K, a,b ∈ (Kn)∗, A0,B0 ∈ Mn(K)に対して

A =

(
α a
~0 A0

)
と定めます．このとき f (λ) ∈ K[λ] に対して

f (A) =
(

f (α) ∗
~0 f (A0)

)
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CHの定理 (1)

CHの定理
A ∈ Mn(K)に対して

ΦA(A) = On

証明
ΦA(λ) = (λ− α1) · · · (λ− αn), α1, . . . , αn ∈ K

として証明します（K = Cのとき必ず成立します）．このときある
~p1 ∈ Knが存在して

A~p1 = α1~p1, ~p1 6= ~0

さらに基底の延長を用いて正則行列 P = (~p1 · · · ~pn) を構成すると

B := P−1AP =

(
α1 b
~0 B0

)
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CHの定理 (2)

このとき

ΦB(λ) = ΦA(λ) = (λ− α1)(λ− α2) · · · (λ− αn)

ΦB(λ) = (λ− α1)ΦB0(λ)

から
ΦB0(λ) = (λ− α2) · · · (λ− αn)

となります．ここで nに関する帰納法を用いると

ΦB0(B0) = On−1

と仮定できます．
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CHの定理 (3)

ΦB(λ) = (λ− α1)ΦB0(λ)

から
ΦB(B) = (B − α1In)ΦB0(B)

となります．他方「確認問題」から

ΦB0(B) =

(
ΦB0(α1) ∗

~0 ΦB0(B0)

)
=

(
ΦB0(α1) ∗

~0 On−1

)
となりますから

ΦB(B) =

(
o ∗
~0 B0 − α1In−1

)(
ΦB0(α1) ∗

~0 On−1

)
= On

となります．
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CHの定理 (4)

さらに

On = ΦB(B) = ΦA(P−1AP) = P−1ΦA(A)P

から
ΦA(A) = On (1)

となります．
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注意

別の証明が「テキスト」にあります．
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