
141

第5章 行列の演算について

5.1 ベクトルの演算の性質（復習）
ベクトルの足し算とスカラー倍に関する基本的な定理 5.1を述べましょう．� �
定理 5.1. (1) ~a, ~b, ~c ∈ Knに対して

~a+~b = ~b+ ~a (5.1)

(~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c) (5.2)

が成立します．
(2) ~a, ~b ∈ Knと λ, µ ∈ Kに対して

λ (µ~a) = (λµ)~a (5.3)

(λ+ µ)~a = λ~a+ µ~a (5.4)

λ(~a+~b) = λ~a+ λ~b (5.5)

が成立します．� �
5.2 行列の和・差とスカラー倍
同じ型を持つ，すなわち同じ行数，列数を持つ行列の間には足し算（加法）と引き算（減法）が

定義されます．m× n行列，すなわちm行 n列の行列

A = (~a1 · · ·~aj · · ·~an) =



a1

...
ai

...
am


= (aij) , B = (~b1 · · ·~bj · · ·~bn) =



b1
...
bi
...
bm


= (bij)
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に対してその和と差を

A+B =
(
~a1 +~b1 · · ·~aj +~bj · · ·~an +~bn

)
=



a1 + b1
...

ai + bi
...

am + bm


= (aij + bij)

A−B =
(
~a1 −~b1 · · ·~aj −~bj · · ·~an −~bn

)
=



a1 − b1
...

ai − bi
...

am − bm


= (aij − bij)

と定めます．また定数 α ∈ Kに対してAの α倍を

αA = (α~a1 · · · α~aj · · · α~an) =



αa1

...
αai

...
αam


= (α · aij)

で定義します．次に例(
a b c

α β γ

)
+

(
d e f

δ ε ϕ

)
=

(
a+ d b+ e c+ f

α+ δ β + ε γ + ϕ

)

µ

(
a b c

α β γ

)
=

(
µa µb µc

µα µβ µγ

)
を見て理解を深めましょう．
これまでm× n行列A, Bに対して和・差とスカラー倍（定数倍）を定義しました．この 2つ

の優先順位について注意します．すなわち λA± µBですが，

λA± µB = (λA)± (µB)

とスカラー倍を計算した後に足し算・引き算をするのが唯一可能な計算順序です．� �
定理 5.2. m行 n列の行列A，B，C に対して，以下が成立します．
(1) A+B = B +A

(2) (A+B) + C = A+ (B + C)

(3) α(βA) = (αβ)A

(4) (α+ β)A = αA+ βA

(5) α(A+B) = αA+ αB� �
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Proof. 以下ではA = (~aj), B = (~bj), C = (~cj)と行列A, B, C の j列を用いて定理を示します．
(1) A+B = (~aj +~bj) = (~bj + ~aj) = B +Aから証明できます．ここで定理 5.1の (5.1) を用いま
した．
(2) (A+B) +C = (~aj +~bj) + (~cj) =

(
(~aj +~bj) + ~cj

)
=
(
~aj + (~bj + ~cj)

)
= A+ (B +C)から証

明できます．ここで定理 5.1の (5.2) を用いました．
(3), (4), (5), については演習 5.1とします．

演習 5.1. 定理 5.2の (3), (4), (5) を証明しましょう．

5.3 行列の積
5.3.1 行列×列ベクトル

次に行列に右からベクトルを掛けることを考えます．上に与えたm×n行列A = (~a1 ~a2 · · · ~an)
と n次元列ベクトル ~x ∈ Kn，すなわち

A =
(
~a1 · · · ~aj · · · ~an

)
=



a1

...
ai

...
am


と ~x =



x1
...
xj
...
xn


(5.6)

との積を
A~x = x1~a1 + · · ·+ xj~aj + · · ·+ xn~an ∈ Km

と定義します．この両辺の第 i成分に着目すると

A~x = x1


...
ai1
...

+ · · ·+ xj


...
aij
...

+ · · ·+ xn


...

ain
...



=


...

x1ai1 + · · ·+ xjaij + · · ·+ xnain
...

 =


...∑n

j=1 xjaij
...


となります．ここで ~p = A~x = t(p1 p2 · · · pm) と成分表示すると，A~xの第 i成分は

pi =
n∑

j=1

aijxj = (ai1 · · · aij · · · ain)



x1
...
xj
...
xn


= ai ~x
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となり，これからA~xの成分表示

A ~x =



a1 ~x
...

ai ~x
...

am ~x


を得ます．
上で見たように m × n行列 Aを n次元ベクトル ~x ∈ Kn に左から掛けると m次元ベクトル

A~x ∈ Kmを得ます．ここで
FA(~x) = A~x

と定めると写像
FA : Kn −→ Km ~x 7→ A~x (5.7)

を定義できます．この写像 FAについて次の定理 5.3が成立し，これを FAの線型性といいます．� �
定理 5.3.

FA(~x+ ~y) = FA(~x) + FA(~y) (~x, ~y ∈ Kn) (5.8)

FA(λ~x) = λFA(~x) (~x ∈ Kn, λ ∈ K) (5.9)� �
Proof. ~x =

x1
...
xn

 , ~y =

y1
...
yn

と ~xと ~yの成分表示をします．すると

FA(~x+ ~y) = (x1 + y1)~a1 + · · ·+ (xj + yj)~aj + · · ·+ (xn + yn)~an

= x1~a1 + · · ·+ xj~aj + · · ·+ xn~an + y1~a1 + · · ·+ yj~aj + · · ·+ yn~an

= FA(~x) + FA(~y)

FA(λ~x) = (λx1)~a1 + · · ·+ (λxj)~aj + · · ·+ (λxn)~an

= λ(x1~a1 + · · ·+ xj~aj + · · ·+ xn~an) = λFA(~x)

から証明されます．

(5.8)と (5.9)は行列の積の形では

A(~x+ ~y) = A~x+A~y, A(λ~x) = λ (A~x) (5.10)

と表されます．これをまとめて得られる
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� �
A(λ~x+ µ~y) = λA~x+ µA~y (5.11)� �

および (5.10)を繰り返して得られる

A(c1~x1 + · · ·+ c`~x`) = c1A~x1 + · · ·+ c`A~x` (5.12)

も有用です．この公式 (2) はX = (~x1 · · · ~x`)と ~c = t(c1 · · · c`)を用いて

A(X~c) = (AX)~c (5.13)

とも表現できます．これは，後に行列の積の結合法則の証明で用いることになります．

演習 5.2. (1)と (2)を証明しましょう．

5.3.2 行ベクトル×行列

行列の左から行ベクトルを掛けることも必要になります．n× `行列Xが，行ベクトル表示と列
ベクトル表示

X =



x1

...
xj

...
xn


= (~x1 · · · ~xk · · · ~x`) (5.14)

を持っているとします．このXに左から n次元行ベクトル a = (a1 · · · aj · · · an)を掛けることを

aX =
(
a1 · · · aj · · · an

)


x1

...
xj

...
xn


= a1x1 + · · ·+ ajxj + · · ·+ anxn

と `次元行ベクトルとして定義します（xjが `次元行ベクトルであることに注意しましょう）．X

の行ベクトルの各成分を用いて aX を計算してみると

aX = a1(x11 · · ·x1k · · ·x1`)
+ · · ·
+aj(xj1 · · ·xjk · · ·xj`)
+ · · ·
+an(xn1 · · ·xnk · · ·xn`)
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となります．このことから aX の第 k成分は行ベクトル aとX の k列 ~xkの積

a1x1k + · · ·+ ajxjk + · · ·+ anxnk = (a1 · · · aj · · · an)



x1k
...

xjk
...

xnk


= a~xk

として表現できます．このことから

aX = (a~x1 · · · a~xk · · · a~x`)

と aX の成分が表現できます．

演習 5.3. 3次元の標準単位ベクトル e1 = (1 0 0), e2 = (0 1 0), e3 = (0 0 1) と 3行の行列

X =

a

b

c

 に対して e1X, e2X, e3X を計算しましょう．また (0 λ 0)X, (1 0 λ)X も計算しま

しょう．

5.3.3 行列×行列

定義 さらにm× n行列Aに対して n× `行列X = (~x1 · · · ~x`)を右から掛けるには，Xの列ベク
トルが ~x1, · · · , ~xk, · · · , ~x` ∈ Kn と `個の n次元ベクトルであることに注意して，

AX = (A~x1 A~x2 · · ·A~x`) =



a1 ~x1 · · · a1 ~xk · · · a1 ~x`
...

...
...

ai ~x1 · · · ai ~xk · · · ai ~x`
...

...
...

am ~x1 · · · am ~xk · · · am ~x`


(5.15)

と定義します．AXの列ベクトルA~xkがm次元ベクトルであることから，AXはm× `行列であ
ることが分かります．またX = (xjk)，P = AX = (pik)と成分表示をすると P の (i, k)成分は

pik = ai ~xk =

n∑
j=1

aijxjk

となります．

演習 5.4. 3列の行列A =
(
~a ~b ~c

)
に対して次の積を計算しましょう．

(1) A

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (2) A

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 (3) A

1 0 λ

0 1 0

0 0 1

 (4) A

1 0 0

0 λ 0

0 0 1
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さらに行ベクトル表示 (5.6)を持つm× n行列AとX の積AX は

AX =



a1

...
ai

...
am


X =



a1X
...

aiX
...

amX


(5.16)

とも表示されます．ここで

aiX =
(
ai~x1 · · · ai~xj · · · ai~xn

)
であることに注意すると，行ベクトル表示を用いた積AX が (5.15)にある列ベクトル表示を用い
た積と一致して，定義が整合的であることが分かります．

例 5.1. 3行の行列A =

a

b

c

 に演習 5.4の積に現れた行列を左から掛けましょう．

1 0 0

0 1 0

0 0 1

A =


(
1 0 0

)
A(

0 1 0
)
A(

0 0 1
)
A

 =

a

b

c

 = A

0 0 1

0 1 0

1 0 0

A =


(
0 0 1

)
A(

0 1 0
)
A(

1 0 0
)
A

 =

c

b

a


1 0 λ

0 1 0

0 0 1

A =


(
1 0 λ

)
A(

0 1 0
)
A(

0 0 1
)
A

 =

a+ λc

b

c


1 0 0

0 λ 0

0 0 1

A =


(
1 0 0

)
A(

0 λ 0
)
A(

0 0 1
)
A

 =

 a

λb

c


この計算は，後に行列の基本変形が基本行列を掛けることに他ならないことを示すのに用います．

演習 5.5. 3行の行列A =

a

b

c

 に対して次の積を計算しましょう．
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(1)

0 1 0

1 0 0

0 0 1

A (2)

1 0 0

0 1 0

λ 0 1

A (3)

λ 0 0

0 1 0

0 0 1

A

演習 5.6. 行ベクトル x = (p q r)に対して tx · xと x · txを計算しましょう．

線型写像の合成 Aをm× n行列，Bを n× `行列とします．(5.7)で説明しましたが，AとBは
それぞれ線型写像

FB : K` −→ Kn ~c 7→ B~c

FA : Kn −→ Km ~x 7→ A~x

を定めます．この写像 FAと FB の合成

FA ◦ FB : K` −→ Km ~c 7→ FA(FB(~c)) = A(B~c)

について考えます（写像の合成についてはこのすぐ後にある囲み解説を参照）．演習 5.2の (2)で示
したことを用いて，FA(FB(~c)) = A(B~c)を考えます．そのためにB = (~b1 · · · ~b`)，~c = t(c1 · · · c`)
と行列Bとベクトル ~c の成分を定めます．すると

FA(FB(~c)) = A(B~c) = A
(
c1~b1 + · · ·+ c`~b`

)
= c1A~b1 + · · ·+ c`A~b` =

(
A~b1 · · · A~b`

)
~c = (AB)~c = FAB(~c)

から
FA ◦ FB = FAB

を得ます．また行列の積の結合法則 に関する定理 5.4(4) の証明に用いる

A (B~c) = (AB)~c (5.17)

も同時に示しました．� �
写像の合成 2つの写像 f : X → Y と g : Y → Z があるとします．このとき

g ◦ f : X → Z x 7→ g(f(x))

が定義できます．これを f と gの合成写像と呼びます．
さらに写像 h : Z → W がある場合は

h ◦ g ◦ f : X → W

が定義できますが，これは
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

と，合成をどの順序で行っても変わりません．� �
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5.3.4 行列の積の性質

行列の積について以下の定理 5.4が成立します．� �
定理 5.4. AとBはm× n行列，X と Y は n× `行列，Qは `× g 行列とします．このとき
次が成立します．
(1) (A+B)X = AX +BX

(2) A(X + Y ) = AX +AY

(3) A(αX) = (αA)X = α(AX)

(4)（結合法則） (AX)Q = A (XQ)� �
この定理 5.4の証明の準備としてA = (~a1 · · ·~an) , B =

(
~b1 · · ·~bn

)
と ~x ∈ Knに対して

(A+B) ~x = A~x+B~x (5.18)

を示します．実際

(A+B)~x =
(
~a1 +~b1 · · · ~an +~bn

)
~x

= x1(~a1 +~b1) + · · ·+ xn(~an +~bn)

= x1~a1 + · · ·+ xn~an + x1~b1 + · · ·+ xn~bn = A~x+B~x

と示すことができます．また (5.10)で以下の最初の等号を示しましたが ~x ∈ Knとα ∈ Kに対して

A(α~x) = α (A~x) = (αA)~x (5.19)

が成立することも定理 5.4の (3)の証明で使います．実際，2番目の等号は ~x = t(x1 · · · xn)と
して

(αA) ~x =
(
α~a1 · · · α~an

)
~x

= x1α~a1 + · · ·+ xnα~an = α(x1~a1 + · · ·+ xn~an) = α(A~x)

と示すことができます．

Proof. （定理 5.4の証明）(1) 両辺の k列を比較します．

(A+B)~xk = A~xk +B~xk

から分かります（(5.18)参照）．
(2) 両辺の k列を比較します．

A (~xk + ~yk) = A~xk +A~yk

から分かります（(5.10)参照）．
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(3) 各辺の k列を比較しますが (5.19)は

A(α~xk) = (αA)~xk = α(A~xk)

を導きます．
(4) (5.17)を用いると ~q ∈ K`に対して

A (X~q) = (AX) ~q

が成立します．Qの t列を ~qtとすると

A (X~qt) = (AX) ~qt

ですが，これは示すべき式の t列が等しいことを意味します．これを用いると

A(XQ) = A(X~q1 · · · X~qg) = (A(X~q1) · · · A(X~qg))

= ((AX)~q1 · · · (AX)~qg) = (AX)(~q1 · · · ~qg) = (AX)Q

と行列の積の結合法則が証明されます．

この定理 5.4(4)にある行列の積の結合法則の意義ですが，これがあるからm×n行列Aと n× `

行列B，`× p行列 C の 3つの行列を掛けるとき

(AB)C = A(BC)

となるので，掛ける順序に結果がよらないことが分かります．これがあるので，この積をABCと
記述してもよいことが分かります．
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テキスト演習問題� �
MSF2019第 5章演習 5.1 テキストの定理 5.2の (3), (4), (5), すなわちm行 n列のA,B,C

と α, β ∈ Kに対して
α (βA) = (αβ)A (3)

(α+ β)A = αA+ βA (4)

α (A+B) = αA+ αB (5)

を証明しましょう．� �
解答 (3) ~a ∈ Km に対して� �

α (β~a) = (αβ)~a� �
が成立することを用います．A = (~a1 . . . ~an)と列ベクトル表示をとると

α (βA) = α (β~a1 . . . β~an)

= (α (β~a1) . . . α (β~an))

= ((αβ)~a1 . . . (αβ)~an)

= (αβ) (~a1 . . . ~an) = (αβ)A

(4) ~a ∈ Km に対して� �
(α+ β)~a = α~a+ β~a� �

が成立することを用います．A = (~a1 . . . ~an)と列ベクトル表示をとると

(α+ β)A = (α+ β) (~a1 . . . ~an)

= ((α+ β)~a1 . . . (α+ β)~an)

= (α~a1 + β~a1 . . . α~an + β~an)

= (α~a1 . . . α~an) +
(
β~b1 . . . β~an

)
= α (~a1 . . . ~an) + β (~a1 . . . ~an) = αA+ βA

(5) ~a,~b ∈ Km に対して� �
α(~a+~b) = α~a+ α~b� �

が成立することを用います．

A = (~a1 . . . ~an), B = (~b1 . . . ~bn)



152 第 5章 行列の演算について

と列ベクトル表示をとると

α(A+B) = α
(
~a1 +~b1 . . . ~an +~bn

)
=
(
α
(
~a1 +~b1

)
. . . α

(
~an +~bn

))
=
(
α~a1 + α~b1 . . . α~an + α~bn

)
= α (~a1 . . . ~an) + β

(
~b1 . . . ~bn

)
= αA+ αB

� �
MSF2019第 5章演習 5.2 m行 n列のAと ~x, ~y, ~x1, . . . , ~x` ∈ Kn，λ, µ, c1, . . . , c`に対して

A(λ~x+ µ~y) = λA~x+ µA~y (1)

A(c1~x1 + · · ·+ c`~x`) = c1A~x1 + · · ·+ c`A~x` (2)

を証明しましょう．� �
解答 (1)

A (λ~x+ µ~y) = A (λ~x) +A (µ~y) = λ (A~x) + µ (A~y)

(2) まず
A (~x1 + . . .+ ~x`) = A~x1 + . . .+A~x`

が成立することを帰納的に

A (~x1 + . . .+ ~x`) = A ((~x1 + . . .+ ~x`−1) + ~x`)

= A (~x1 + . . .+ ~x`−1) +A~x`

= A~x1 + . . .+A~x`−1 +A~x`

と示します．これを用いると

A(c1~x1 + · · ·+ c`~x`) = A (c1~x1) + . . .+A (c`~x`)

= cA~x1 + . . .+ c`A~x`
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� �
MSF2019第 5章演習 5.3 3次元の標準単位ベクトル

e1 = (1 0 0), e2 = (0 1 0), e3 = (0 0 1)

と 3行の行列X =

a

b

c

 に対して
e1X, e2X, e3X

を計算しましょう．また
(0 λ 0)X, (1 0 λ)X

も計算しましょう．� �
解答

e1X = (1 0 0)
(

a
b
c

)
= a

e2X = (0 1 0)
(

a
b
c

)
= b

e3X = (0 0 1)
(

a
b
c

)
= c

(0 λ 0)X = (0 λ 0)
(

a
b
c

)
= λb

(1 0 λ)X = (1 0 λ)
(

a
b
c

)
= a+ λc

� �
MSF2019第 5章演習 5.4 3列の行列A =

(
~a ~b ~c

)
に対して次の積を計算しましょう．

(1) A

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (2) A

0 0 1

0 1 0

1 0 0


(3) A

1 0 λ

0 1 0

0 0 1

 (4) A

1 0 0

0 λ 0

0 0 1


� �
解答 (1)

A

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =
(
~a ~b ~c

)1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =
(
~a ~b ~c

)
= A
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(2)

A

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 =
(
~a ~b ~c

)0 0 1

0 1 0

1 0 0

 =
(
~c ~b ~a

)

(3)

A

1 0 λ

0 1 0

0 0 1

 =
(
~a ~b ~c

)1 0 λ

0 1 0

0 0 1

 =
(
~a ~b λ~a+ ~c

)

(4)

A

1 0 0

0 λ 0

0 0 1

 =
(
~a ~b ~c

)1 0 0

0 λ 0

0 0 1

 =
(
~a λ~b ~c

)
� �

MSF2019第 5章演習 5.5 3行の行列A =

a

b

c

 に対して次の積を計算しましょう．
(1)

0 1 0

1 0 0

0 0 1

A (2)

1 0 0

0 1 0

λ 0 1

A (3)

λ 0 0

0 1 0

0 0 1

A

� �
解答 (1) 0 1 0

1 0 0

0 0 1

A =

0 1 0

1 0 0

0 0 1


a

b

c

 =

b

a

c


(2) 1 0 0

0 1 0

λ 0 1

A =

a

b

c


1 0 0

0 1 0

λ 0 1

 =

 a

b

λa+ c


(3) λ 0 0

0 1 0

0 0 1

A =

λ 0 0

0 1 0

0 0 1


a

b

c

 =

λa

b

c
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� �
MSF2018第 5章演習 5.6 行ベクトル x = (p q r)に対して tx · xと x · txを計算しましょう．� �
解答

tx · x =

p

q

r

 (p q r) =

p2 pq pr

pq q2 qr

pr qr r2


x · tx = (p q r)

p

q

r

 = p2 + q2 + r2
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確認問題

I ~a =

−2

1

0

, ~b =

1

0

1

 とします．~v ∈ R3の

L(~a,~b) = {s~a+ t~b ∈ R3; s, t ∈ R}

への直交射影を ~wとするとき
~w = P~v

を満たす 3次正方行列 P ∈ M3(R)を求めましょう．

II ~a =

 1

2

−1

 とします．~v ∈ R3の ~a方向への直交射影を ~wとするとき

~w = Q~v

を満たす 3次正方行列Q ∈ M3(R)を求めましょう．

III ~a =

(
α

β

)
6= ~0 とします．~wを ~v ∈ R2の ~a方向の直交射影とします．このとき

~q = ~v + 2(~w − ~v) = 2~w − ~v

に対して
~q = Q~v

を満たす行列Qを求めましょう．さらに

~a =

(
cos θ

sin θ

)

のときQを求めましょう．
IV A = (~a1 · · · ~an), B = (~b1 · · · ~bn)をm× n行列とします．このとき

A~v = B~v (~v ∈ Kn)

ならばA = Bとなることを示しましょう．

V　次の行列の計算をしましょう．

(1)

(
a1 a2

b1 b2

)(
x

y

)
(2)

(
1 2

4 3

)(
x

y

)
(3)

a α p

b β q

c γ r


x

y

z

 (4)

1 2 −3 4

0 4 −6 7

2 4 −6 8



x

y

z

w
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VI　A = (~a ~b ~c)に対して次の計算をしましょう．

(1) A

1

0

0

 (2) A

0

1

0

 (3) A

0

0

1

 (4) A

1

0

λ

 (5) A

0

λ

0


VII　A = (~a ~b ~c)に対して次の計算をしましょう．

(1) A

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (2) A

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 (3) A

1 0 0

0 λ 0

0 0 1


VIII　次の掛け算をしましょう．a d e

0 b f

0 0 c


x p q

0 y r

0 0 z

,

x 0 0

p y 0

r q z


a 0 0

d b 0

f e c


IX　VIIを参考にして次の行列の逆行列を求めましょう．ただし，Cにおいては λ 6= 0とします．

B =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

, C =

1 0 0

0 1 0

0 0 λ

, D =

1 0 λ

0 1 0

0 0 1
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� �
I ~a =

−2

1

0

, ~b =

1

0

1

 とします．~v ∈ R3の

L(~a,~b) = {s~a+ t~b ∈ R3; s, t ∈ R}

への直交射影を ~wとするとき
~w = P~v

を満たす 3次正方行列 P ∈ M3(R)を求めましょう．� �
解答　まず ~aの方向の単位ベクトルを

~p1 =
1√
5

−2

1

0


と求めます．次に~bの ~a方向への直交射影 ~w1を

~w1 =
(~b,~a)

||~a||2
~a = −2

5
~a

と求めます．すると ~aに垂直な

~b− ~w1 =

1

0

1

+
2

5

−2

1

0

 =
1

5

1

2

5


の方向の単位ベクトルを

~p2 =
1√
30

1

2

5
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と定めます．このとき ~v = t(x y z)の Lへの直交射影は

~w = (~v, ~p1)~p1 + (~v, ~p2)~p2

=


x

y

z

 ,
1√
5

−2

1

0


 · 1√

5

−2

1

0

+


x

y

z

 ,
1√
30

1

2

5


 · 1√

30

1

2

5


=

−2x+ y

5

−2

1

0

+
x+ 2y + 5z

30

1

2

5


=

1

6

 5x− 2y + z

−2x+ 2y + 2z

x+ 2y + 5z

 =
1

6

 5 −2 1

−2 2 2

1 2 5


x

y

z


となります．従って

P =

 5 −2 1

−2 2 2

1 2 5


であることが分かります．

（補足） ~v ∈ R3の V への直交射影 ~v0を行列で表すことを考えましょう．
~ββ = 1

||~α||~α とすると ~xの ~β方向の直交射影 ~v1は

~v1 =
(
~v, ~β

)
· ~β = ~βt~β~v

と表せます．このことから ~v ∈ R3の Lへの直交射影 ~wは

~α = ~a×~b =

 1

2

−1

 , ~β =
1√
6

 1

2

−1


を用いて

~w = ~v − ~βt~β~v

=
(
I3 − ~βt~β

)
~v

=


1

1

1

− 1

6

 1

2

−1

(1 2 −1
)~v

=


1

1

1

− 1

6

 1 2 −1

2 4 −2

−1 −2 1


~v =


5
6 −1

3
1
6

−1
3

1
3 −1

3
1
6 −1

3
5
6

~v
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と表されます．
また解答にある計算を用いると

~w = ~p1
t~p1~v + ~p2

t~p2~v

= (~p1
t~p1 + ~p2

t~p2)~v

=
1

5

−2

1

0

(−2 1 0
)
+

1

30

1

2

5

(1 2 5
)

としても求めることができます．� �
II ~a =

 1

2

−1

 とします．~v ∈ R3の ~a方向への直交射影を ~wとするとき

~w = Q~v

を満たす 3次正方行列Q ∈ M3(R)を求めましょう．� �
解答　

~w =
(~a,~v)

||~a||2
~a =

1

||~a||2
~a · t~a~v

から

Q =
1

||~a||2
~a · t~a =

1

6
·

 1

2

−1

 (1 2 − 1) =
1

6

 1 2 −1

2 4 −2

−1 −2 1


であることが分かります．



5.3. 行列の積 161

� �
III ~a =

(
α

β

)
6= ~0 とします．~wを ~v ∈ R2の ~a方向の直交射影とします．このとき

~q = ~v + 2(~w − ~v) = 2~w − ~v

に対して
~q = Q~v

を満たす行列Qを求めましょう．さらに

~a =

(
cos θ

sin θ

)

のときQを求めましょう．� �
解答　 ~v =

(
x

y

)
とします．このとき

~w =
αx+ βy

α2 + β2

(
α

β

)
と計算されます．従って

~q = 2~w − ~v

= x · 2α

α2 + β2

(
α

β

)
+ y · 2β

α2 + β2

(
α

β

)

−x ·

(
1

0

)
− y ·

(
0

1

)

= x

(
α2−β2

α2+β2

2αβ
α2+β2

)
+ y

(
2αβ

α2+β2

−α2−β2

α2+β2

)
=

(
α2−β2

α2+β2
2αβ

α2+β2

2αβ
α2+β2 −α2−β2

α2+β2

)(
x

y

)
から

Q =

(
α2−β2

α2+β2
2αβ

α2+β2

2αβ
α2+β2 −α2−β2

α2+β2

)
が分ります．さらに

~a =

(
α

β

)
=

(
cos θ

sin θ

)
とすると

Q =

(
cos θ

2 sin θ
2

sin θ
2 − cos θ

2

)



162 第 5章 行列の演算について

となります．� �
IV A = (~a1 · · · ~an), B = (~b1 · · · ~bn)をm× n行列とします．このとき

A~v = B~v (~v ∈ Kn)

ならばA = Bとなることを示しましょう．� �
解答　標準単位ベクトル ~ej に対して

A~ej = B~ej から ~aj = ~bj

が従います．すべての列が等しいことを意味しますからA = Bであることが分かります．� �
V　次の行列の計算をしましょう．

(1)

(
a1 a2

b1 b2

)(
x

y

)
(2)

(
1 2

4 3

)(
x

y

)

(3)

a α p

b β q

c γ r


x

y

z

 (4)

1 2 −3 4

0 4 −6 7

2 4 −6 8



x

y

z

w


� �
解答　

(1)

(
a1x+ a2y

b1x+ b2y

)
(2)

(
x+ 2y

4x+ 3y

)
(3)

ax+ αy + pz

bx+ βy + qz

cx+ γy + rz


(4)

 x+ 2y − 3z + 4w

4y − 6z + 7w

2x+ 4y − 6z + 8w


� �

VI　A = (~a ~b ~c)に対して次の計算をしましょう．

(1) A

1

0

0

 (2) A

0

1

0

 (3) A

0

0

1

 (4) A

1

0

λ

 (5) A

0

λ

0


� �
解答　 (1) ~a (2) ~b (3) ~c (4) ~a+ λ~c (5) λ~b
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� �
VII　A = (~a ~b ~c)に対して次の計算をしましょう．

(1) A

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (2) A

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 (3) A

1 0 0

0 λ 0

0 0 1


� �
解答　 (1) (~a ~b ~c) = A (2) (~c ~b ~a) (3) (~a λ~b~c)� �

VIII　次の掛け算をしましょう．a d e

0 b f

0 0 c


x p q

0 y r

0 0 z

,

x 0 0

p y 0

r q z


a 0 0

d b 0

f e c


� �
解答　 ax ap+ dy aq + dr + ez

0 by br + fz

0 0 cz

 ,

 ax 0 0

ap+ dy by 0

ar + dq + fz bq + ez cz


� �

IX　VII を参考にして次の行列の逆行列を求めましょう．ただし，Cにおいては λ 6= 0とし
ます．

B =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

, C =

1 0 0

0 1 0

0 0 λ

, D =

1 0 λ

0 1 0

0 0 1


� �
注意　 n次正方行列A ∈ Mn(K)が正則であるとは

AX = XA = In

を満たすX ∈ Mn(K)が存在するときです．このとき，この条件を満たすX ∈ Mn(K)は一意的
にです．すなわち，X,Y ∈ Mn(K)に対して

AX = XA = In, AY = Y A = In ⇒ X = Y

が成立します．ですから，上の条件を満たすX を求めればX がAの逆行列となります．
解答　 (1)

B2 =

0 0 1

0 1 0

1 0 0


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = I3
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からBは正則でB−1 = Bであることが分かります．
(2) 1 0 0

0 1 0

0 0 λ


1 0 0

0 1 0

0 0 µ

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 λµ


であることが分かります．従って1 0 0

0 1 0

0 0 λ


1 0 0

0 1 0

0 0 λ−1

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 λ−1


1 0 0

0 1 0

0 0 λ

 = I3

であることが分かります．従って

C−1 =

1 0 0

0 1 0

0 0 λ−1


となります．
(3) 1 0 λ

0 1 0

0 0 1


1 0 µ

0 1 0

0 0 1

 =

1 0 λ+ µ

0 1 0

0 0 1


であることが分かります．従って1 0 λ

0 1 0

0 0 1


1 0 −λ

0 1 0

0 0 1

 =

1 0 −λ

0 1 0

0 0 1


1 0 λ

0 1 0

0 0 1

 = I3

であることが分かります．従って

D−1 =

1 0 −λ

0 1 0

0 0 1


となります．
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演習問題

I 実 2次正方行列A =

(
a11 a12

a21 a22

)
∈ M2(R) に対して

||A|| := a211 + a221 + a212 + a222

と定めます．(Aの自乗ノルムと呼びます．）
(1) ~x ∈ R2に対して

||A~x|| ≤ ||A|| · ||~x||

を示しましょう．
(2) A,B ∈ M2(R)に対して

||AB|| ≤ ||A|| · ||B||

を示しましょう．

II A =

1 α 0

0 1 α

0 0 1

 に対してAnを求めましょう．

III

(1) P13(λ) =

1 0 λ

0 1 0

0 0 1

 とします．
(i) P13(λ)P13(µ)を計算しましょう．
(ii) P13(λ)が正則であることを示して P13(λ)

−1を求めましょう．

(2) Q =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 とします．
(i) Q2を計算しましょう．(ii) Qが正則であることを示してQ−1を求めましょう．

IV A,B ∈ Mn(K)とします．
(1) Aが正則ならばA−1も正則であることを示しましょう．
(2) A,Bが正則ならば積ABも正則であることを示しましょう．

V

A =

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

 =

a11 p

0 q

0 r

 =

a11 p

0

0
C



B =

b11 b12 b13

0 b22 b23

0 b32 b33

 =

b11 b12 b13

0

0
~u ~v

 =

b11 b12 b13

0

0
D
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に対して以下を考えましょう．
(1) ABを計算しましょう．
(2)　 a11 6= 0かつ C が正則であるとき、Aが正則であることを示しましょう．

VI A =

1 2 3

0 1 −2

0 0 1

 の逆行列を求めましょう．ただし行基本変形による掃き出し法は用いては
いけません．
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� �
I 実 2次正方行列A =

(
a11 a12

a21 a22

)
∈ M2(R) に対して

||A|| := a211 + a221 + a212 + a222

と定めます．(Aの自乗ノルムと呼びます．）
(1) ~x ∈ R2に対して

||A~x|| ≤ ||A|| · ||~x||

を示しましょう．
(2) A,B ∈ M2(R)に対して

||AB|| ≤ ||A|| · ||B||

を示しましょう．� �
解答　 (1) ~x =

(
x1

x2

)
とすると

||A~x|| = ||x1~a1 + x2~a2|| ≤ ||x1~a1||+ ||x2~a2||
= |x1| · ||~a1||+ |x2| · ||~a2||

≤
√

x21 + x22 ·
√
||~a1||2 + ||~a2||2 = ||~x|| · ||A||

(2) B = (~b1 ~b2)とするとAB = (A~b1 A~b2)が成立しますから

||AB||2 = ||A~b1||2 + ||A~b2||2

≤ ||A||2 · ||~b1||2 + ||A||2 · ||~b2||2

= ||A||2 · (||~b1||2 + ||~b2||2) = ||A||2 · ||B||2

� �
II A =

1 α 0

0 1 α

0 0 1

 に対してAnを求めましょう．

� �
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解答　

A2 =

1 α 0

0 1 α

0 0 1


1 α 0

0 1 α

0 0 1

 =

1 2α α2

0 1 2α

0 0 1


A3 =

1 2α α2

0 1 2α

0 0 1


1 α 0

0 1 α

0 0 1

 =

1 3α 3α2

0 1 3α

0 0 1


A4 =

1 3α 3α2

0 1 3α

0 0 1


1 α 0

0 1 α

0 0 1

 =

1 4α 6α2

0 1 4α

0 0 1


A5 =

1 4α 6α2

0 1 4α

0 0 1


1 α 0

0 1 α

0 0 1

 =

1 5α 10α2

0 1 5α

0 0 1


から

An =

1 nα n(n−1)
2 α2

0 1 nα

0 0 1

 (5.20)

と予想されます．上の計算の途中でAnの (1, 3)成分の α2の係数が

0, 0 + 1 = 1, 1 + 2 = 3, 3 + 3 = 6, 6 + 4 = 10, · · ·

と階差が 1, 2, 3, 4, . . . の数列となっていることに注目するとこの予想を導くことができます．
数学的帰納法によって (5.20)を証明します．すなわち (5.20)の下で

An+1 =

1 nα n(n−1)
2 α2

0 1 nα

0 0 1


1 α 0

0 1 α

0 0 1

 =

1 (n+ 1)α (n+1)n
2 α2

0 1 (n+ 1)α

0 0 1


から (5.20)が成立することが分かります．
解答 2　

J =

0 1 0

0 0 1

0 0 0


とすると

J2 =

0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , J2 = O3
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が成立します．また I3J = JI3 = J も成立します．よって 2項定理が (I + αJ)n に適用できて，
n ≥ 3のとき

An = (I3 + αJ)n

= In3 + nC1I
n−1
3 · αJ + nC2I

n−2
3 · α2J2

= I3 + nαJ +
n(n− 1)

α

2

J2

が導かれます．� �
参考A,B ∈ Mn(K)が可換とします．すなわち

AB = BA

が成立するとします．このとき

(A+B)` =
∑̀
k=0

`CkA
`−kBk (5.21)

を示しましょう．� �
証明　まず帰納法によって

BAj = AjB (j = 1, 2, · · · ) (5.22)

が成立することを示します．j = 1のときは明かで、BAj = AjBが成立するとすると

BAj+1 = B(Aj ·A) = (BAj)A = (AjB)A = Aj(BA) = Aj(AB) = (AjA)B = Aj+1B

から、(5.25)が成立することが分りました．
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次に (5.24)が成立すると仮定します．すると

(A+B)`+1 = (A+B)(A+B)`

= (A+B)

(∑̀
k=0

`CkA
`−kBk

)

= A
∑̀
k=0

`CkA
`−kBk +B

∑̀
k=0

`CkA
`−kBk

=
∑̀
k=0

`CkA
`+1−kBk +

∑̀
k=0

`CkBA`−kBk

=
∑̀
k=0

`CkA
`+1−kBk +

∑̀
k=0

`CkA
`−kBk+1

= A`+1 +
∑̀
k=1

`CkA
`+1−kBk +

`−1∑
k=0

`CkA
`−kBk+1 +B`+1

（最初の和において j = k、次の和で j = k + 1と変数変換）

= A`+1 +
∑̀
j=1

`CjA
`+1−jBj +

∑̀
j=1

`Cj−1A
`+1−jBj +B`+1

= A`+1 +
∑̀
j=1

(`Cj + `Cj−1)A
`+1−jBj +B`+1

= A`+1 +
∑̀
j=1

`+1CjA
`+1−jBj +B`+1 =

`+1∑
j=0

`+1CjA
`+1−jBj

から

(A+B)`+1 =

`+1∑
j=0

`+1CjA
`+1−jBj

を示しました．
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� �
III

(1) P13(λ) =

1 0 λ

0 1 0

0 0 1

 とします．
(i) P13(λ)P13(µ)を計算しましょう．
(ii) P13(λ)が正則であることを示して P13(λ)

−1を求めましょう．

(2) Q =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 とします．
(i) Q2を計算しましょう．(ii) Qが正則であることを示してQ−1を求めましょう．� �
解答 (1)

P13(λ)P13(µ) =

1 0 λ

0 1 0

0 0 1


1 0 µ

0 1 0

0 0 1

 =

1 0 λ+ µ

0 1 0

0 0 1

 = P13(λ+ µ)

となります．これを用いると P13(0) = I3から

P13(λ)P13(−λ) = P13(−λ)P13(λ) = P13(0) = I3

から P13(λ)は正則で P13(λ)
−1 = P13(−λ) であることが分かります．

(2)

Q2 =

0 0 1

0 1 0

1 0 0


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = I3

からQは正則でQ−1 = Qであることが分かります．� �
IV A,B ∈ Mn(K)とします．
(1) Aが正則ならばA−1も正則であることを示しましょう．
(2) A,Bが正則ならば積ABも正則であることを示しましょう．� �
解答 (1)

A−1A = A−1 = In

からAは正則で
(
A−1

)−1
= Aであることが分かります．

(2)
AB · (B−1A) = A(B−1B)A−1 = AInA

−1 = AA−1 = In
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(B−1A−1) ·AB = B−1(A−1A)B = B−1InB = B−1B = In

からABは正則で (AB)−1 = B−1A−1であることが分かります．

� �
V

A =

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

 =

a11 p

0 q

0 r

 =

a11 p

0

0
C



B =

b11 b12 b13

0 b22 b23

0 b32 b33

 =

b11 b12 b13

0

0
~u ~v

 =

b11 b12 b13

0

0
D


に対して以下を考えましょう．
(1) ABを計算しましょう．
(2)　 a11 6= 0かつ C が正則であるとき、Aが正則であることを示しましょう．� �
解答 (1)

AB =

a11b11 a11b12 + p~u a11b13 + p~v

0

0
CD


(2)

AB = I3 ⇔


a11b11 = 1, CD = I2

a11b12 + p~u = 0

a11b13 + p~v = 0

となることに注意すると，a11 6= 0で C が正則のとき

b11 =
1

a11
, b12 = − 1

a11
p~u, b13 = − 1

a11
p~v, D = C−1

すなわち

B =


1

a11
− 1

a11
p~u − 1

a11
p~v

0

0
C−1
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と定めればAB = I3が成立します．さらに

BA =


1

a11
− 1

a11
p~u − 1

a11
p~v

0

0
C−1


a11 a12 a13

0

0
C


=

a11 · 1
a11

∗12 ∗13
0

0
C−1C

 =

1 ∗12 ∗13
0

0
I2


において

(∗12 ∗13) =
1

a11
(a12 a13)−

1

a11
p(~u ~v)C

=
1

a11
p− 1

a11
pC−1C =

1

a11
p− 1

a11
p = (0 0)

となりますからBA = I3も成立します．� �
VI A =

1 2 3

0 1 −2

0 0 1

 の逆行列を求めましょう．ただし行基本変形による掃き出し法は用い
てはいけません．� �
解答　X =

1 x z

0 1 y

0 0 1

 に対してAX = I3を満たすX を求めます．すなわち

AX =

1 2 3

0 1 −2

0 0 1


1 x z

0 1 y

0 0 1

 =

1 x+ 2 z + 2y + 3

0 1 y − 2

0 0 1

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


から

x+ 2 = y − 2 = z + 2y + 3 = 0

すなわち
x = −2, y = 2, z = −7

であることが分かります．さらにこのとき

XA =

1 −2 7

0 1 2

0 0 1


1 2 3

0 1 −2

0 0 1

 =

1 0 0

0 0 0

0 0 1

 = I3

からX =

1 −2 7

0 1 2

0 0 1

 = A−1 であることが分かります．
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Backup� �
V A =

(
1 a

0 1

)
に対してAnを求めましょう．

� �
解答　

A2 =

(
1 α

0 1

)(
1 α

0 1

)
=

(
1 2α

0 1

)
, A3 =

(
1 2α

0 1

)(
1 α

0 1

)
=

(
1 3α

0 1

)

A4 =

(
1 3α

0 1

)(
1 α

0 1

)
=

(
1 4α

0 1

)
から

An =

(
1 nα

0 1

)
(5.23)

と予想されます．実際，これを仮定すると

An+1 =

(
1 nα

0 1

)(
1 α

0 1

)
=

(
1 (n+ 1)α

0 1

)

が成立しますから，数学的帰納法により (5.23)が一般的に成立することが分かります．
（注意） (

α1 ∗1
0 α2

)(
β1 ∗2
0 β2

)
=

(
α1β2 ∗3
0 α2β2

)
が成立することを知っていると

An =

(
1 cn

0 1

)
と cnを用いて書けることが分かります．ここで(

1 cn

0 1

)(
1 α

0 1

)
=

(
1 cn + α

0 1

)

に注意すると
cn+1 = cn + α

を得ますから，cnは公差が α，初項が αの等差数列であることが分かります．このことから

cn = nα

を得ます．
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（注意） 2次正方行列A, BがAB = BAを満たすとき

(A+B)n = An + nC1A
n−1B + nC2A

n−2B2 + · · ·+ nCn−2A
2Bn−2 + nCn−1ABn−1 +Bn

が成立します．これを示すには，数学的帰納法を用いますが，そのとき

n+1Ck = nCk + nCk−1

を用います（この公式の組み合わせ的な意味も大事です）．さて問題において，

A = I2 + αJ textただし J =

(
0 1

0 0

)

において J2 = 02が成立しますから n ≥ 2のとき

An = I2 + nC1 · In−1
2 · αJ = I2 + nαJ

を得ます．� �
A,B ∈ Mn(K)が可換とします．すなわち

AB = BA

が成立するとします．このとき

(A+B)` =
∑̀
k=0

`CkA
`−kBk (5.24)

を示しましょう．� �
証明　まず帰納法によって

BAj = AjB (j = 1, 2, · · · ) (5.25)

が成立することを示します．j = 1のときは明かで、BAj = AjBが成立するとすると

BAj+1 = B(Aj ·A) = (BAj)A = (AjB)A = Aj(BA) = Aj(AB) = (AjA)B = Aj+1B

から、(5.25)が成立することが分りました．
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次に (5.24)が成立すると仮定します．すると

(A+B)`+1 = (A+B)(A+B)`

= (A+B)

(∑̀
k=0

`CkA
`−kBk

)

= A
∑̀
k=0

`CkA
`−kBk +B

∑̀
k=0

`CkA
`−kBk

=
∑̀
k=0

`CkA
`+1−kBk +

∑̀
k=0

`CkBA`−kBk

=
∑̀
k=0

`CkA
`+1−kBk +

∑̀
k=0

`CkA
`−kBk+1

= A`+1 +
∑̀
k=1

`CkA
`+1−kBk +

`−1∑
k=0

`CkA
`−kBk+1 +B`+1

（最初の和において j = k、次の和で j = k + 1と変数変換）

= A`+1 +
∑̀
j=1

`CjA
`+1−jBj +

∑̀
j=1

`Cj−1A
`+1−jBj +B`+1

= A`+1 +
∑̀
j=1

(`Cj + `Cj−1)A
`+1−jBj +B`+1

= A`+1 +
∑̀
j=1

`+1CjA
`+1−jBj +B`+1 =

`+1∑
j=0

`+1CjA
`+1−jBj

から

(A+B)`+1 =

`+1∑
j=0

`+1CjA
`+1−jBj

を示しました．� �
V　 ~x, ~y ∈ Rnが平行でないとします．このとき

~x ∦ λ~x+ ~y, ~x+ ~y ∦ ~x− ~y

であることを示しましょう．� �
解答　 ~xと ~yが平行でありませんから

c1~x+ c2~y = ~0 ⇒ c1 = c2 = 0
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が成立します．このとき
f1~x+ f2(λ~x+ ~y) = ~0

を仮定すると
(f1 + λf2)~x+ f2~y = ~0

から
f1 + λf2 = f2 = 0

が従います．さらに f1 = f2 = 0となりますから，~x ∦ λ~x+ ~yが導かれます．次に

g1(~x+ ~y) + g2(~x− ~y) = ~0

を仮定すると
(g1 + g2)~x+ (g1 − g2)~y = ~0

から
g1 + g2 = g1 − g2 = 0

が従います．さらに g1 = g2 = 0となりますから ~x+ ~y ∦ ~x− ~yが導かれます．� �
VII　A =

(
1 2

3 −4

)
とします．

(1) |λI2 −B| = 0を満たす λを求めましょう．
(2) (1)の λに対して

(λI2 −A)

(
x

y

)
= ~0

を解きましょう．
(3) Aを対角化しましょう．� �

（解答） 　 (1)　まず

|λI2 −A| =

∣∣∣∣∣λ− 1 −2

−3 λ+ 4

∣∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ+ 4)− 6 = (λ− 2)(λ+ 5)

となりますから，λ = −5, 2が求める λです．
(2) (i) λ = 2のとき

(2I2 −A)

(
x

y

)
=

(
1 −2

−3 6

)(
x

y

)
= ~0 ⇔ x = 2y

から、解は (
x

y

)
=

(
2y

y

)
= y

(
2

1

)
(y 6= 0)
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と表されます．
(ii) λ = −5のとき

(−5I2 −A)

(
x

y

)
=

(
−6 −2

−3 −1

)(
x

y

)
= ~0 ⇔ y = −3x

から、解は (
x

y

)
=

(
x

−3x

)
= x

(
1

−3

)
(x 6= 0)

と表されます．
(3) ここで

~p1 =

(
2

1

)
, ~p2 =

(
1

−3

)
, P = (~p1 ~p2)

とすると

(λI2 −A)

(
x

y

)
= ~0 ⇔ A

(
x

y

)
= λ

(
x

y

)
が成立しますから

A~p1 = 2~p1, A~p2 = −5~p2

であることが分かります．従って

AP = (A~p1 A~p2) = (2~p1 − 5~p2) = (~p1 ~p2)

(
2 0

0 −5

)
= P

(
2 0

0 −5

)

と

AP = P

(
2 0

0 −5

)
が導かれます．次の一般論より P は正則行列であることが従いますから、Aは

A = P

(
2 0

0 −5

)
P−1

と対角化されます．� �
2次正方行列Aと ~p1, ~p2 ∈ Rに対して

A~p1 = α~p1, A~p2 = β~p2, ~pi 6= ~0 (i = 1, 2)

が成立し、α 6= βとします．このとき P = (~p1 ~p2)は正則となります．� �


