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基本的な極限 (1)

�
�

�� �

�

0 < θ < π
2 とします．

M OAP =
1
2 sin θ

扇形OAP =
1
2θ
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基本的な極限 (2)

0 <
1
2 sin θ <

1
2θ

ここではさみうちの定理を用いると

lim
θ→+0

sin θ = 0 (1)

が従います．
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基本的な極限 (3)

次に−π
2 < θ < 0とします．このとき τ = −θとすると

0 < τ <
π

2

で θ → −0のとき τ → +0が従います．さらに

sin θ = sin(−τ) = − sin τ → 0 (θ → −0) (2)

となります．(1),(2)から

sin θ → 0 (θ → 0) (3)

戸瀬　信之 (ITOSE PROJECT) 三角関数の微分 2020 年 07 月 01 日 at 日吉 4 / 12



基本的な極限 (4)

θ → 0のとき

cos θ = 1 − 2 sin2 θ

2 → 1 − 0 = 1

から
cos θ → 1 (θ → 0) (4)
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三角関数の連続性

sin θ = sin((θ − θ0) + θ0)

= sin(θ − θ0) cos θ0 + cos(θ − θ0) sin θ0

θ → θ0のとき θ − θ0 → 0なので

sin(θ − θ0) cos θ0 + cos(θ − θ0) sin θ0 → 0 · cos θ0 + 1 · sin θ0 = sin θ0

従って，sin θは θ = θ0で連続であることが分かります．
問 cos θは θ = θ0で連続であることを示しましょう．
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基本的な極限 (5)

�
�

�� �

� 0 < θ < π
2 とします．

M OAP = 1
2 sin θ

Λ
扇形OAP = 1

2θ
Λ

M OAT = 1
2 tan θ
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基本的な極限 (6)

sin θ < θ <
sin θ

cos θ

さらに 0 < θ < π
2 から sin θ > 0ですから

1 <
θ

sin θ
<

1
cos θ

θ → +0のとき cos θ → 1となりますから

θ

sin θ
→ 1 (θ → +0)

従って
sin θ

θ
→ 1 (θ → +0) (5)
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基本的な極限 (7)
−π

2 < θ < 0のとき τ = −θは

0 < τ <
π

2

で θ → −0のとき τ → +0となって

sin θ

θ
=

sin(−τ)

(−τ)
=

− sin τ

(−τ)
=

sin τ

τ
→ 1

従って
sin θ

θ
→ 1 (θ → −0) (6)

sin θ

θ
→ 1 (θ → 0) (7)
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三角関数の微分 (1)

h = θ − θ0とすると θ → θ0 のとき h → 0となります．

sin θ − sin θ0

θ − θ0
=

sin(θ0 + h)− sin θ0

h

=
sin θ0 · cos h + sin h · cos θ0 − sin θ0

h
= sin θ0 ·

cos h − 1
h + cos θ0 ·

sin h
h

において
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三角関数の微分 (2)

1 − cos h
h2 =

2 sin2 h
2

h2 =
1
2 ·

(
sin h

2
h
2

)2

→ 1
2 (h → 0)

従って

cos h − 1
h = −h · 1 − cos h

h2 → −0 · 1
2 = 0 (h → 0)

となりますから

sin θ0 ·
cos h − 1

h +cos θ0 ·
sin h

h → sin θ0 ·0+cos θ0 ·1 = cos θ0 (h → 0)
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三角関数の微分 (3)

以上で
(sin θ)′ = cos θ

同様に
(cos θ)′ = − sin θ
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