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置換積分

公式

∫ B

A
f (x)dx =

∫ b

a
f (ϕ(t))ϕ′(t)dt (A = ϕ(a),B = ϕ(b))
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具体例 (1)

(1)

I :=
∫ 1

0

1
1 + x2 dx

について考えます．
x = ϕ(t) := tan t

とすると ϕ′(t) = 1 + tan2 tで，対応 t 0 ↗ π
4

x 0 ↗ 1 によって

I =
∫ π

4

0

1
1 + tan2 t · (1 + tan2 t)dt

=

∫ π
4

0
dt =

π

4
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具体例 (2)

(2)

I :=
∫ 1

−2

x√
x + 3

dx

x + 3 = tとなるように x = ϕ(t) = t − 3とします．ϕ′(t) = 1 で積分区間が
t 1 ↗ 4
x −2 ↗ 1 と対応するので

I =
∫ 4

1

t − 3√
t

· 1dt

=

∫ 4

1

(√
t − 3√

t

)
dt

=

[
2
3 t

√
t − 3 · 2

√
t
]4

1
=

2
3(8 − 1)− 6(2 − 1) = −4

3
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具体例 (3)

√
x + 3 = tとなるように x = ψ(t) = t2 − 3とします．ψ′(t) = 2tでで積分区間が

t 1 ↗ 2
x −2 ↗ 1 と対応するので

I =
∫ 2

1

t2 − 3
t · 2tdt

= 2
∫ 2

1
(t2 − 3)dt

= 2
[

t3

3 − 3t
]2

1
= · · ·
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