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n階のTaylor の定理—復習

Theorem
n階微分可能な f : (A,B) → R があるとします．a 6= bを満たす
a, b ∈ (A,B)に対して aと bの間に ξが存在して

f(b) = f(a) + f ′(a)(b − a) +
f ′′(a)

2!
(b − a)2 +

f (3)(a)

3!
(b − a)3

+ · · · +
f (n−1)(a)

(n − 1)!
(b − a)n−1 +

f (n)(ξ)

n!
(b − a)n

が成立します．

Nobuyuki TOSE Taylor 展開 2 / 12



etのTaylor展開 (1)

Example f(t) = etに対して

f ′(t) = et, f ′′(t) = et, f (3)(t) = et, . . . , f (n)(t) = et

から
f(0) = f ′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 1

が成立します．Taylorの定理を用いると，t 6= 0のとき 0と tの間に cn
が存在して

et = 1 + t +
1

2
t2 + · · · +

1

(n − 1)!
tn−1 +

1

n!
ecntn

が成立します．
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etのTaylor展開 (2)

ここで n → +∞とします．そのために任意のR > 0を選び

−R < t < R

dであるとします．このとき∣∣∣∣et − (
1 + t +

1

2!
t2 + · · · +

1

(n − 1)!
tn−1

)∣∣∣∣ = 1

n!
ecn|t|n ≤

1

n!
eRRn

において
1

n!
Rn → 0 (n → +∞)

が成立しますから

et = 1 + t +
1

2!
t2 +

1

3!
t3 + · · ·

が従います．
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etのTaylor展開 (3)� �
1

n!
Rn → 0 (n → +∞)� �

条件R < N を満たす自然数N を一つ選びます．

0 <
Rn

n!
<

R

1
·
R

2
· · ·

R

N
·
R

N
· · ·

R

N

=
RN

N !
·
(
R

N

)n−N

と評価できます．0 < R
N

< 1から(
R

N

)n

→ 0 (n → +∞)

が成立しますから，はさみうちの定理を用いると
1

n!
Rn → 0 (n → +∞)
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Poisson分布 (1)

非負整数に値をとる確率変数X を以下のように定義します．

P (X = k) = e−µµ
k

k!
(k = 0, 1, 2, · · · )

実際

+∞∑
k=0

P (X = k) =

+∞∑
k=0

e−µµ
k

k!
= e−µ

+∞∑
k=0

µk

k!
= e−µ · eµ = 1

から全確率が 1となるので，確率変数が定義できます．
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Poisson分布 (2)

期待値は

E[X] =

+∞∑
k=0

k · P (X = k) =

+∞∑
k=1

k · P (X = k)

=

+∞∑
k=1

k · e−µµ
k

k!
= e−µ

+∞∑
k=1

k ·
µk

k!

= e−µ
+∞∑
k=1

µk

(k − 1)!

= e−µ
+∞∑
`=0

µ`+1

`!
= e−µµ

+∞∑
`=0

µ`

`!
= e−µµ · eµ = µ
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Poisson分布 (3)

2次のモーメントは

E[X2] =

+∞∑
k=0

k2 · P (X = k)

=

+∞∑
k=0

k(k − 1) · P (X = k) +

+∞∑
k=0

k · P (X = k)

=

+∞∑
k=2

k(k − 1)e−µµ
k

k!
+ µ =

+∞∑
k=2

e−µ µk

(k − 2)!
+ µ

=

+∞∑
`=0

e−µµ
`+2

`!
+ µ = e−µµ2

+∞∑
`=0

µ`

`!
+ µ

= e−µµ2 · eµ + µ = µ2 + µ
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Poisson分布 (4)

分散は

V [X] = E[X2] − (E[X])2 = µ2 + µ − µ2 = µ
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sin t, cos tのTaylor展開 (1)

f(t) = sin tに対して
f ′(t) = cos t, f ′′(t) = − sin t, f (3)(t) = − cos t, f (4)(t) = sin t

と導関数を求めていくと周期が 4であることが分かります．これから

f (k)(t) =


cos t k = 1, 5, · · ·
− sin t k = 2, 6, · · ·
− cos t k = 3, 7, · · ·
sin t k = 0, 4, 8, · · ·

となり

f (k)(0) =


1 k = 1, 5, · · ·
0 k = 2, 6, · · ·
−1 k = 3, 7, · · ·
0 k = 0, 4, 8, · · ·

が分かります．
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sin t, cos tのTaylor展開 (2)

Taylorの定理を用いると t 6= 0のとき

sin t = t−
1

3!
t3 +

1

5!
t5 −

1

7!
+− · · ·+

f (n−1)(0)

(n − 1)!
tn−1 +

f (n)(cn)

n!
tn

を満たす cnが 0と tの間に存在します．∣∣∣∣∣sin t −
(
sin t = t −

1

3!
+

1

5!
t5 −

1

7!
t7 + − · · · +

f (n−1)(0)

(n − 1)!
tn−1

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣f (n)(cn)

n!
tn

∣∣∣∣∣ ≤ |t|n

n!

において |t|n
n!

→ 0 (n → +∞)から
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sin t, cos tのTaylor展開 (3)

sin t = t −
1

3!
t3 +

1

5!
t5 −

1

7!
t7 + − · · ·

が従います．同様に

cos t = 1 −
1

2!
t2 +

1

4!
t6 −

1

6!
t6 + − · · ·
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