
写像の演習問題（2025年度版）

以下では写像 f : {1, 2, 3, 4, 5} → {1, 2, 3, 4, 5}で，例えば

f(1) = 2, f(2) = 3f(3) = 4, f(4) = 5, f(5) = 1

である場合
f = ( 1 2 3 4 5

2 3 4 5 1 )

と表すことにします．

I f = ( 1 2 3 4 5
3 5 3 1 2 ) , g = ( 1 2 3 4 5

4 1 1 2 3 ) に対して

(1) f, g が単射であるか，全射であるか判定しましょう．

(2) f ◦ g, g ◦ f : {1, 2, 3, 4, 5} → {1, 2, 3, 4, 5} を求めましょう．

(3) f の像 f({1, 2, 3, 4, 5}), gの像 g({1, 2, 3, 4, 5}) を求めましょう．

II 写像 f : R → R x 7→ 2x+1 と g : R → R y 7→ y2 − 1 に対して，合成 f ◦ g, g ◦ f を
求めましょう．

III 2つの写像 f : X → Y , g : Y → Z が全単射であるとします．合成 g ◦ f が全単射で
あることを示して，その逆写像が

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1

であることを示しましょう．

IV 写像　 f : R \ {3} → R \ {1} x 7→ x−1
x−3 が定義できることを示して，f が全単射であ

ることを示しましょう．最後に逆写像 f−1 を求めましょう．

V f : {1, 2, 3, 4, 5} → {1, 2, 3, 4, 5} を

f = ( 1 2 3 4 5
4 1 5 2 3 )

と定義します．f は全単射であることに注意します．逆写像 f−1を求めましょう．

VI 全単射である f : {1, 2, 3} → {1, 2, 3} をすべて求めましょう．
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写像の演習問題（補足）（2025年度版）

I (1) 写像 f : C \ {0} → C z 7→ 1
z が単射であることを示しましょう．

(2) f(C \ {0})を求めましょう．

(3) f : C \ {0} → f(C \ {0}) z 7→ 1
z は全単射となりますが（解答にある注意参

照），逆写像
f−1 : f(C \ {0}) → C \ {0}

を求めましょう．

II (1) 写像 g : C \ {1} → C z 7→ z+1
z−1 が単射であることを示しましょう．

(2) g(C \ {1})を求めましょう．

(3) g : C \ {1} → g(C \ {1}) z 7→ z+1
z−1 は全単射となりますが（解答にある注意参

照），逆写像
g−1 : g(C \ {1}) → C \ {1}

を求めましょう．
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解答

I (1) f について f(1) = f(3) = 3 なので f は単射ではない．また f(i) = 4 である
i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}が存在しないので，f は全射ではない．
gについて g(2) = g(3) = 1なので gは単射ではない．g(i) = 5である i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}が
存在しないので，gは全射ではない．
(2)

f ◦ g(1) = f(4) = 1

f ◦ g(2) = f(1) = 3

f ◦ g(3) = f(1) = 3

f ◦ g(4) = f(2) = 5

f ◦ g(5) = f(3) = 3


なのでf ◦ g = ( 1 2 3 4 5

1 3 3 5 3 )

g ◦ f(1) = g(3) = 1

g ◦ f(2) = g(5) = 3

g ◦ f(3) = g(3) = 1

g ◦ f(4) = g(1) = 4

g ◦ f(5) = g(2) = 1


なのでg ◦ f = ( 1 2 3 4 5

1 3 1 4 1 )

(3)
f({1, 2, 3, 4, 5}) = {1, 2, 3, 5}, g({1, 2, 3, 4, 5}) = {1, 2, 3, 4}

注意 (i) 有限集合X と写像 f : X → X に対して

f が単射⇔ f が全射

が成立します（証明してみましょう）．
(ii) (3)からも f , gが全射でないことが従います．一般に写像 f : X → Y に対して

f が全射⇔ f(X) = Y

が成立します．

II
f ◦ g(x) = f(x2 − 2) = 2(x2 − 2) + 1 = 2x2 − 3

g ◦ f(x) = g(2x+ 1) = (2x+ 1)2 − 2 = 4x2 + 4x− 3

III 一般に 写像 f : X → Y , g : Y → Z に対して

(a) f, gが全射⇒ g ◦ f は全射

(b) f, gが単射⇒ g ◦ f は単射

が成立します．まず (a) を示します．gが全射なので ∀z ∈ Zに対して ∃y ∈ Y が存在して

z = g(y)
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が成立します．他方 f が全射なので，∀y ∈ Y に対して ∃x ∈ X が存在して

y = f(x)

が成立します．このとき
z = g(y) = g(f(x)) = g ◦ f(x)

が従います．以上で g ◦ f が全射であることが示されました．
次に (b)を示します．x, x′ ∈ Xに対して g◦f(x) = g◦f(x′)すなわち g(f(x)) = g(f(x′))

が成立するとします．f が単射なので f(x) = f(x′)が従います．さらに f が単射なので
x = x′が従います．以上で g ◦ f が単射であることが示されました．
f と gが全単射のとき f と gが全射で，(a)によって g ◦ f は全射であることが分かりま

す．また f と gが単射であることから，(b)によって g ◦ f は全射であることが分かりま
す．以上で (a)によって g ◦ f は全単射であることが示されました．
さらに

g ◦ f ◦ f−1 ◦ g−1 = g ◦ idY ◦ g−1 = g ◦ g−1 = idZ

f−1 ◦ g−1 ◦ g ◦ f = f−1 ◦ idY ◦ f = f−1 ◦ f = idX

となりますから，f−1 ◦ g−1は g ◦ f の逆写像で，逆写像の一意性から

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1

であることが分かります．

IV（定義可能であること）x ∈ R \ {3}のとき x 6= 3なので x−1
x−3 が定義できます．値域に

関しては x−1
x−3 = 1ならば x− 1 = x− 3すなわち−1 = −3となりますから，x−1

x−3 = 1を満
たす x ∈ R \ {3}は存在しないことが分かります．以上で

f : R \ {3} → R \ {1}

が定義できることが分かります．（well-defined と言います．）
（f の全射性）y ∈ R \ {1}すなわち y 6= 1とします．

y =
x− 1

x− 3
かつx 6= 3 ⇔ (x− 3)y = x− 1かつx 6= 3

⇔ xy − 3y = x− 1かつx 6= 3

⇔ x(y − 1) = 3y − 1かつx 6= 3

⇔ x =
3y − 1

y − 1
かつx 6= 3

に注意します（最後のところで y 6= 1である前提を用いています）．x = y−3
y−1 と定めると

x =
3(y − 1) + 2

y − 1
= 3 +

2

y − 1

なので x 6= 3であることが分かりますから，f(x) = yであることが分かります．
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（f の単射性）x, x′ 6= 3が x−1
x−3 = x′−1

x′−3 · · · (∗)を満たすとします．このとき上で使った計算
から

(∗) ⇔ 1 +
2

x− 3
= 1 +

2

x′ − 3
⇔ 2

x− 3
=

2

x′ − 3
⇔ x′ − 3 = x− 3 ⇔ x = x′

から f の単射性が従います．（ここで途中 x, x′ 6= 3を用いて同値性を導いています．）

V
f−1 = ( 1 2 3 4 5

2 4 5 1 3 )

VI
id = ( 1 2 3

1 2 3 ) , ( 1 2 3
1 3 2 ) , ( 1 2 3

2 1 3 ) , ( 1 2 3
2 3 1 ) , ( 1 2 3

3 1 2 ) , ( 1 2 3
3 2 1 )

注意 この並べ方を辞書式順序と呼びます．
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