
3k 第 j章 座標空間と数ベクトル
jX8 j次の行列式（補足）
jX8XR 列に関する基本性質
この余因子展開を用いると行列式の列に関する基本的な性質をいくつか導くことができます．◆ ⇣
UAV U各列に関する線型性V 例えば 1列に関して

��� �~↵+ µ~� ~b ~c
��� = �

��� ~↵ ~b ~c
���+ µ

��� ~� ~b ~c
��� UjXRNV

が成立します．✓ ⌘
この性質は 2次正方行列の性質と同様に証明できます．そのためには次の補助定理 jXR を用い

ます．◆ ⇣
補助定理 jXRX F : R3 �! R ~x 7! a1x1 + a2x2 + a3x3 は

F (�~x+ µ~y) = �F (~x) + µF (~y)

を満たします．✓ ⌘
演習 jX9X 補助定理 jXRを証明して，UjXRNVを示しましょう．◆ ⇣

UAAV U交代性V 相異なる k列を交換すると行列式の値は (�1)倍されます．例えば
��� ~b ~a ~c

��� = �
��� ~a ~b ~c

��� UjXkyV

が成立します．✓ ⌘
2次正方行列に対する行列式の交代性を用いて，UjXkyV を証明します．実際

��� ~a ~b ~c
��� = c1

�����
a2 b2
a3 b3

������ c2

�����
a1 b1
a3 b3

�����+ c3

�����
a1 b1
a2 b2

�����

= �c1

�����
b2 a2
b3 a3

�����+ c2

�����
b1 a1
b3 a3

������ c3

�����
b1 a1
b2 a2

����� = �
��� ~b ~a ~c

���

と証明されます．
最後に次の性質 UAAAVは具体的に計算すれば示せます．
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◆ ⇣
UAAAV U正規性V 単位行列 I3の行列式は

|I3| = 1

となります．✓ ⌘
基本性質から導かれる性質 以上の UAV，UAAV，UAAAVが行列式の基本的な性質です．これからい
くつかの性質を導くことができます．◆ ⇣

UAoV 異なる 2列が等しいとき行列式の値は 0となります．例えば
��� ~b ~b ~c

��� = 0 UjXkRV

が成立します．✓ ⌘
この場合は 1列と 2列を交換すると性質 UAAVから

��� ~b ~b ~c
��� = �

��� ~b ~b ~c
���

が得られることから，UjXkRVが従います．◆ ⇣
UoV i 6= jのとき j列に i列の �倍を加えても行列式の値は変わりません．例えば

| ~a ~b ~c | = | ~a (~b+ �~a) ~c |

が成立します．✓ ⌘
これは

（右辺）= | ~a ~b ~c |+ �| ~a ~a ~c | = | ~a ~b ~c |

から従います．

jX8Xk 行の基本性質
3次正方行列A =

0

B@
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

1

CA の転置行列の行列式

det(tA) =

�������

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

�������
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を考えます．具体的に計算すると

det(tA) = det(A) すなわち
�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������
=

�������

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

�������

を得ます．以上で次の定理 jXdを示しました．◆ ⇣
定理 jXdX A 2 M3(R)に対して

det(tA) = det(A) UjXkkV

が成立します．✓ ⌘
これを用いると行に関する余因子展開を導くことができます．

�������

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

�������
=

�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������

= a1

�����
b2 c2
b3 c3

������ a2

�����
b1 c1
b3 c3

�����+ a3

�����
b1 c1
b2 c2

�����

= a1

�����
b2 b3
c2 c3

������ a2

�����
b1 b3
c1 c3

�����+ a3

�����
b1 b2
c1 c2

�����

とすると以下が示せます．◆ ⇣
�������

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

�������
= a1

�����
b2 b3
c2 c3

������ a2

�����
b1 b3
c1 c3

�����+ a3

�����
b1 b2
c1 c2

�����

= �b1

�����
a2 a3
c2 c3

�����+ b2

�����
a1 a3
c1 c3

������ b3

�����
a1 a2
c1 c2

�����

= c1

�����
a2 a3
b2 b3

������ c2

�����
a1 a3
b1 b3

�����+ c3

�����
a1 a2
b1 b2

�����✓ ⌘
定理 jXdを用いると，列に関して今まで説明した性質が行の性質についても成立することを示せ

ます．すなわち以下の性質が成立します．
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◆ ⇣
UAV（行に関する線型性） 　行列式は各行において線型です．例えば

�������

a

�x+ µy

c

�������
= �

�������

a

x

c

�������
+ µ

�������

a

y

c

�������

が 2行の線型性として成立します．✓ ⌘
これは転置をしても行列式の値が変わらないことと列に関する線型性を用いると

�������

a

�x+ µy

c

�������
=

���ta t (�x+ µy) tc
��� =

���ta �tx+ µty tc
���

= �
���ta tx tc

���+ µ
���ta ty tc

��� = �

�������

a

x

c

�������
+ µ

�������

a

y

c

�������

と証明できます．◆ ⇣
UAAV（交代性） 相異なる 2行を交換すると行列式の値は (�1)倍されます．例えば

�������

a

b

c

�������
= �

�������

a

c

b

�������

が成立します．✓ ⌘
これは転置をしても行列式の値が変わらないことと列に関する交代性を用いると

�������

a

b

c

�������
=

���ta tb tc
��� = �

���ta tc tb
��� = �

�������

a

c

b

�������

と証明されます．
以上で説明した行に関する性質 UAVと UAAVを用いると次の性質 UAoVと性質 UAAVǶ，性質 UoVが

従います．これらは，列に関する同様の性質を導いたのと同様に示すことができます．◆ ⇣
UAoV 相異なる 2行が等しい行列式の値は 0です．

�������

a

a

c

�������
=

�������

a

b

a

�������
=

�������

a

b

b

�������
= 0

✓ ⌘
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◆ ⇣

UoV i 6= jのとき i行の �倍を j行に加えても行列式の値は変わりません．例えば
�������

a

b

c+ �a

�������
=

�������

a

b

c

�������

が成立します．✓ ⌘
行列式の具体的な計算方法として，行に関する性質 UoVと性質 UAAV を用いて 1列の成分が 1行

以外 0となるように行基本変形するやり方があります．これは定理 jXdの証明の中でも使ったアイ
デアですが，加えて余因子展開を用いると 2次の行列式を計算することに持ち込むことができま
す．例えば

�������

0 2 3

2 4 6

1 4 9

�������
= �

�������

2 4 6

0 2 3

1 4 9

�������
= �

�������

2 4 6

0 2 3

0 2 6

�������
= �2

�����
2 3

2 6

����� = �2(2 · 6� 2 · 3) = �12

と計算されます．最後に 3次から 2次になっているところは 1列の余因子展開を用いました．
演習 jX8X 次の行列式の値を求めましょう．
URV

�������

1 2 3

4 5 6

7 8 9

�������
UkV

�������

2 �1 �3

1 1 1

4 5 6

�������
UjV

�������

2 4 6

0 2 3

1 4 9

�������
U9V

�������

1 a a2

1 b b2

1 c c2

�������

jX8Xj クラメールの公式
次に x- y- zに関する 3元連立 1次方程式

8
><

>:

a1x+ b1y + c1z = ↵1 · · · (1)
a2x+ b2y + c2z = ↵2 · · · (2)
a3x+ b3y + c3z = ↵3 · · · (3)

を考えます．2元連立方程式に帰着させるために，zを消去します．そのために (1)⇥ c2 � (2)⇥ c1を考えると
a1c2x+ b1c2y = ↵1c2 · · · (1)⇥ c2

�) a2c1x+ b2c1y = ↵2c1 · · · (2)⇥ c1�����
a1 c1
a2 c2

�����x+

�����
b1 c1
b2 c2

����� y =

�����
↵1 c1
↵2 c2

����� · · · (I) = (1)⇥ c2 � (2)⇥ c1

を得ます．同様に (1)⇥ c2 � (3)⇥ c1と (2)⇥ c3 � (3)⇥ c2を考えると
�����
a1 c1
a3 c3

�����x+

�����
b1 c1
b3 c3

����� y =

�����
↵1 c1
↵3 c3

����� · · · (II) = (1)⇥ c3 � (3)⇥ c1
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�����
a2 c2
a3 c3

�����x+

�����
b2 c2
b3 c3

����� y =

�����
↵2 c2
↵3 c3

����� · · · (III) = (2)⇥ c3 � (3)⇥ c2

を得ることができます．
�b1 ⇥ UAAAV+ b2 ⇥ UAAV� b3 ⇥ UAVを 2列の余因子展開を用いて計算すると

�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������
x+

�������

b1 b1 c1
b2 b2 c2
b3 b3 c3

�������
y =

�������

↵1 b1 c1
↵2 b2 c2
↵3 b3 c3

�������

が従います．ここで �������

b1 b1 c1
b2 b2 c2
b3 b3 c3

�������
= 0 UjXkjV

より
Dx =

�������

↵1 b1 c1
↵2 b2 c2
↵3 b3 c3

�������

0

B@ただしD =

�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������

1

CA

が得られます．したがってD 6= 0のとき
x =

1

D

�������

↵1 b1 c1
↵2 b2 c2
↵3 b3 c3

�������

が得られました．yと zについても同様な解の公式があり，次の定理 jX3が証明できます．◆ ⇣
定理 jX3X （クラメールの公式）D =

�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������
6= 0 のとき連立 1次方程式 URV-UkV-UjVの

解は
x =

1

D

�������

↵1 b1 c1
↵2 b2 c2
↵3 b3 c3

�������
, y =

1

D

�������

a1 ↵1 c1
a2 ↵2 c2
a3 ↵3 c3

�������
, z =

1

D

�������

a1 b1 ↵1

a2 b2 ↵2

a3 b3 ↵3

�������

で与えられます．✓ ⌘
演習 jXeX a1 ⇥ UAAAV � a2 ⇥ UAAV + a3 ⇥ UAVを計算して定理 jX3の yの公式を導いてください．
演習 jXdX 次の連立 1次方程式をクラメーの公式を用いて解きましょう．
URV

0

B@
2 �2 4

2 3 2

�1 1 �1

1

CA

0

B@
x

y

z

1

CA =

0

B@
1

2

3

1

CA UkV

0

B@
2 1 2

0 1 �1

2 3 �1

1

CA

0

B@
x

y

z

1

CA =

0

B@
1

2

1

1

CA
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jX8X9 クラメールの公式 UkV

列の余因子展開 A = (~a ~b ~c) =

0

B@
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

1

CA に対して余因子展開
◆ ⇣

�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������
= a1

�����
b2 c2
b3 c3

������ a2

�����
b1 c1
b3 c3

�����+ a3

�����
b1 c1
b2 c2

�����

= �b1

�����
a2 c2
a3 c3

�����+ b2

�����
a1 c1
a3 c3

������ b3

�����
a1 c1
a2 c2

�����

= c1

�����
a2 b2
a3 b3

������ c2

�����
a1 b1
a3 b3

�����+ c3

�����
a1 b1
a2 b2

�����✓ ⌘
が成立します．A = (aij) =

0

B@
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1

CA と (i, j)成分を aij と表すと
�������

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

�������
= a11

�����
a22 a23
a32 a33

������ a21

�����
a12 a13
a32 a33

�����+ a31

�����
a12 a13
a22 a23

�����

= �a12

�����
a21 a23
a31 a33

�����+ a22

�����
a11 a13
a31 a33

�����+ a32

�����
a11 a13
a21 a23

�����

= a13

�����
a21 a22
a31 a32

������ a23

�����
a11 a12
a31 a32

�����+ a33

�����
a11 a12
a21 a22

�����

となります．ここでAから i行と j列を除いた 2次正方行列をAij として，さらに (i, j)余因子を
Ãij = (�1)i+j det(Aij)

と定めます．このとき上の余因子展開は
|A| = a11Ã11 + a21Ã21 + a31Ã31

= a12Ã12 + a22Ã22 + a32Ã32

= a13Ã13 + a23Ã23 + a33Ã33
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と表すことができます．これを ~a1, ~a2, ~a3すなわちAの各列を用いて表すと
|A| = (Ã11 Ã21 Ã31)~a1

= (Ã12 Ã22 Ã32)~a2

= (Ã13 Ã23 Ã33)~a3

となります．ここでAの余因子行列を
Ã :=

0

B@
Ã11 Ã21 Ã31

Ã12 Ã22 Ã32

Ã13 Ã23 Ã33

1

CA

と定義すると
ÃA =

0

B@
Ã11 Ã21 Ã31

Ã12 Ã22 Ã32

Ã13 Ã23 Ã33

1

CA (~a1 ~a2 ~a3) =

0

B@
|A| ⇤ ⇤
⇤ |A| ⇤
⇤ ⇤ |A|

1

CA UjXk9V

であることが分かります．この式の最右辺にある ⇤の成分は 0となります．例えば Aの第 R列を
第 k列に置き換えて第 R列で余因子展開すると

0 =

�������

a12 a12 a13
a22 a22 a23
a32 a32 a33

�������
= a12

�����
a22 a23
a32 a33

������ a22

�����
a12 a13
a32 a33

�����+ a32

�����
a12 a13
a22 a23

�����

= a12Ã11 + a22Ã21 + a32Ã31

=
⇣
Ã11 Ã21 Ã31

⌘
~a2

から ÃAの (1, 2)成分の ⇤が 0となることが示せます．以上で次の定理を示しました．◆ ⇣
定理 jXNX

ÃA = |A| · I3✓ ⌘
行の余因子展開 A =

0

B@
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

1

CA の行列式は |A| = |tA|が成立することを用いて
�������

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

�������
=

�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������

= a1

�����
b2 c2
b3 c3

������ a2

�����
b1 c1
b3 c3

�����+ a3

�����
b1 c1
b2 c2

�����

= a1

�����
b2 b3
c2 c3

������ a2

�����
b1 b3
c1 c3

�����+ a3

�����
b1 b2
c1 c2

�����
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この式では転置行列の第 1列で展開しましたが，同様に転置行列の第 2列，第 3列で展開すると

�������

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

�������
= a1

�����
b2 b3
c2 c3

������ a2

�����
b1 b3
c1 c3

�����+ a3

�����
b1 b2
c1 c2

�����

= �b1

�����
a2 a3
c2 c3

�����+ b2

�����
a1 a3
c1 c3

������ b3

�����
a1 a2
c1 c2

�����

= c1

�����
a2 a3
b2 b3

������ c2

�����
a1 a3
b1 b3

�����+ c3

�����
a1 a2
b1 b2

�����

と各行の余因子展開が成立することが分かります．各列の余因子展開をAの (i, j)成分A = (aij)と余因子 Ãij

�������

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

�������
= a11Ã11 + a12Ã12 + a13Ã13

= a21Ã21 + a22Ã22 + a23Ã23

= a31Ã31 + a32Ã32 + a33Ã33

できます．これを a1, a2, a3とAの各行を用いて表すと

|A| = a1

0

B@
Ã11

Ã12

Ã13

1

CA = a2

0

B@
Ã21

Ã22

Ã23

1

CA = a3

0

B@
Ã31

Ã32

Ã33

1

CA

と表現できます．これから
AÃ =

0

B@
a1
a2
a3

1

CA

0

B@
Ã11 Ã21 Ã31

Ã12 Ã22 Ã32

Ã13 Ã23 Ã33

1

CA =

0

B@
|A| ⇤ ⇤
⇤ |A| ⇤
⇤ ⇤ |A|

1

CA

となります．この式の最右辺の非対角成分は 0となります．例えば Aの第 k行を第 j行に置き換
えた行列の行列式を第 k行で展開すると

0 =

�������

a11 a12 a13
a31 a32 a33
a31 a32 a33

�������
= �a31

�����
a12 a13
a32 a33

�����+ a32

�����
a11 a13
a31 a33

������ a32

�����
a11 a12
a31 a32

�����

= a31Ã21 + a32Ã22 + a33Ã23

= a3

0

B@
Ã21

Ã22

Ã23

1

CA
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から (3, 2)成分の ⇤が 0であることが分かります．
以上で次の定理を示しました．◆ ⇣
定理 jXRyX

AÃ = ÃA = |A| · I3✓ ⌘
この定理を用いると次の定理を示すことができます．◆ ⇣
定理 jXRRX 　 |A| 6= 0ならばAは正則で

A�1 =
1

|A|Ã

となります．✓ ⌘
jX8X8 行列の積と行列式


