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第k章 複素数と代数学の基本定理
以下ではKでRまたはCを表します．またK[x]はKを係数とする多項式全体の集合を表し

ます．

kXj 多項式
kXjXj 多項式の次数
RX P (x) 2 K[x]が P (x) 6= 0であるとします．

P (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0, aj 2 K(j = 0, · · · , n), an 6= 0 UkXRV

とします．このとき P の次数として
deg(P ) = n

と定めます．
kX P (x) 2 K[x]が P (x) = 0であるとします．このとき

deg(P ) = �1

と定めます．
jX P,Q 2 K[x]のとき

deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q)

が成立します．これは P が UkXRV

Q(x) = bmxm + · · ·+ b1x+ b0, bk 2 K(k = 0, · · · ,m), bm 6= 0 UkXkV

で与えられているとき
(P ·Q)(x) = anbmxm+n + · · ·+ c`x

` + · · ·+ c1x+ c0

c` =
X

i+j=`

aibj

となることから示せます．
9X （剰余定理）
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◆ ⇣
定理 kXRX P,D 2 K[x]で deg(D) � 1とします．このとき

P (x) = D(x)Q(x) +R(x)

deg(R(x)) < deg(D(x))

を満たすQ(x), R(x) 2 K[x]がただ一つ存在します．✓ ⌘
S`QQ7X （存在） 　 UBV deg(P ) < deg(D)の場合

P (x) = 0 ·D(x) + P (x), deg(P (x)) < deg(D(x))

となりますから，Q(x) = 0, R(x) = P (x)として成立します．
UBBV n = deg(P ) � deg(D) = mの場合を考えます．帰納法を用いるとして，deg(P )  n� 1の場
合は定理（存在について）が示されているとします．

D(x) = bmxm + · · ·+ b1x+ b0, bk 2 K(k = 0, · · · ,m), bm 6= 0

P (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0, aj 2 K(j = 0, · · · , n), an 6= 0

とします．ここで
S(x) := P (x)� anb

�1
m xn�mD(x)

とすると
deg(S(x))  n� 1

となります．帰納法の仮定を用いると
S(x) = Q1(x)D(x) +R(x), deg(R(x)) < deg(D(x))

を満たすQ1, R 2 K[x]が存在します．このとき
P (x) = (anbmxn�m +Q1(x))D(x) +R(x)

より
Q(x) = anbmxn�m +Q1(x)

として定理（存在について）が成立することが分かります．
（一意性）

P (x) = Q(x)D(x) +R(x) = Q0(x)D(x) +R0(x)

deg(R(x)) < deg(D(x)), deg(R0(x)) < deg(D0(x))

が成立するとします．このとき
(Q(x)�Q0(x))D(x) = R0(x)�R(x)
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が成立しますが，R 6= R0とするとQ(x)�Q0(x) 6= 0が従いますR ．このことから
deg(D) > deg(R0 �R1) = deg(Q�Q0) + deg(D) � deg(D)

から矛盾が生じます．よってR = R0が導かれます．さらにD 6= 0からQ = Q0も従います．
定理 kXR（剰余定理）を用いると次の定理 kXk（因数定理）を証明できます．◆ ⇣
定理 kXkX （因数定理）P (x) 2 K[x]- ↵ 2 ‘K のとき

P (↵) = 0 , x� ↵はP (x)を割切ります✓ ⌘
S`QQ7X （) ）P (x)を x� ↵で割ります．すなわち

P (x) = (x� ↵)Q(x) + �

を満たすQ(x) 2 K[x]- � 2 Kが存在します．この両辺に x = ↵を代入すると
0 = P (↵) = 0 ·Q(↵) + � = �

から � = 0が分かりますから，P (x) = (x� ↵)Q(x)が導けます．
（( ）これは明らかでしょう．
定理 kXk（因数定理）の応用として次の定理 kXjを証明します．◆ ⇣
定理 kXjX P (x) 2 K[x]が n次以下とします．そして ↵1, · · · ,↵n,↵n+1 2 Kが条件

↵i 6= ↵j (i 6= j), P (↵i) = 0 (1  i  n+ 1)

を満たすとします．このとき
P (x) = 0

が成立します．✓ ⌘
S`QQ7X 因数定理によって P (↵1) = 0から

P (x) = (x� ↵1)P1(x)

を満たす P1(x) 2 K[x]が存在します．さらに P (↵2) = 0と ↵1 6= ↵2が成立しますから
0 = P (↵2) = (↵2 � ↵1)P1(↵2)

RP1, P2 2 K[x]において P1P2 = 0ならば P1 = 0または P2 = 0となることを用いています．
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から P1(↵2) = 0が従います．よって因数定理を用いると

P1(x) = (x� ↵2)P2(x), 従って P (x) = (x� ↵1)(x� ↵2)P2(x)

を満たすP2(x) 2 K[x]が存在することが分かります．このプロセスを繰り返します．すなわち，い
ま i  n� 1を満たす iに対して

P (x) = (x� ↵1) · · · (x� ↵i)Pi(x)

を満たす Pi(x) 2 K[x]が存在するとします．x = ↵i+1を代入すると
0 = P (↵i+1) = (↵i+1 � ↵1) · · · (↵i+1 � ↵i)Pi(↵i+1)

が従います．さらに ↵i+1 6= ↵k (k = 1, · · · , i)から
Pi(↵i+1) = 0

を得ます．よって因数定理から
Pi(x) = (x� ↵i+1)Pi+1(x) 従って P (x) = (x� ↵1) · · · (x� ↵i+1)Pi+1(x)

を満たす Pi+1(x) 2 K[x]が存在することが分かります．特に i = n� 1のとき
P (x) = (x� ↵1) · · · (x� ↵n)Pn(x)

となります．この両辺の次数を考えると
n � deg(P ) = n+ deg(Pn)

から
deg(Pn)  0

が分かります．すなわち Pn(x) = ↵ 2 Kであることが導かれました．
P (x) = (x� ↵1) · · · (x� ↵n)↵

に x = ↵n+1を代入すると
0 = P (↵n+1) = (↵n+1 � ↵1) · · · (↵n+1 � ↵n)↵

から ↵ = 0であることがが結論できます．以上で P (x) = 0であることが証明できました．
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kX9 ユークリッドの互除法
　定理 kXR（剰余定理）の応用として，kつの多項式 f(x), g(x) 2 K[x]の最大次数の共通因子を

求めるユークリッドの互除法を解説します．以下のように割り算を繰り返します．
f(x)を g(x)で割るとき 商：q1(x) 剰余：r1(x)

g(x)を r1(x)で割るとき 商：q2(x) 剰余：r2(x)

r1(x)を r2(x)で割るとき 商：q3(x) 剰余：r3(x)

r2(x)を r3(x)で割るとき 商：q4(x) 剰余：r4(x)
XXX

rk�2(x)を rk�1(x)で割るとき 商：qk(x) 剰余：rk(x)
XXX

とします．このとき
f(x) = q1(x)g(x) + r1(x)

g(x) = q2(x)r1(x) + r2(x)

r1(x) = q3(x)r2(x) + r3(x)

XXX
rk�2(x) = qk(x)rk�1(x) + rk(x)

XXX

となります．剰余の次数に着目すると
deg(r1) > deg(r2) > deg r3 > · · ·

と 1以上小さくなっていきますから，ある時点で
deg(rk) = 0 または deg(rk) = �1

となります．
deg(rk) = 0のときは，rk = c 6= 0と c 2 Kが最大次数の共通因子となりますから f と gは互いに
素であることが分かります．
deg(rk) = �1のときは，rk = 0となりますから rk�1(x)が f と gの最大次数の共通因子となり
ます．
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演習問題

A z, w 2 Cに対して
|zw| = |z| · |w|

を示しましょう．
AA URV a, b 2 Rが a, b � 0を満たすとします．

a+ b = 0 , a = b = 0

を示しましょう．
UkV a1, · · · , an 2 Rが

a1, · · · , an � 0

を満たすとします．
a1 + · · ·+ an = 0 , a1 = · · · = an = 0

が成立することを示しましょう．
AAA URV z, w 2 Cに対して

z ± w = z + w, zw = z · w

を示しましょう．
UkV z 2 C, z 6= 0のとき ✓

1

z

◆
=

1

z

を示しましょう．
UjV z 2 Cであるとき

z 2 R , z = z

を示しましょう．
U9V 実係数の多項式

f(z) = anz
n + · · ·+ a1z + a0

を考えます．すなわち上の式において
a0, · · · , an 2 R

とします．このとき ↵ 2 Cに対して
f(↵) = 0 ) f(↵) = 0

を示しましょう．
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Ao P1(x), P2(x) 2 K[x]に対して
P1(x) · P2(x) = 0 ) P1(x) = 0 または P2(x) = 0

であることを示しましょう．
o z, w 2 Cが z, w 6= 0を満たしているとします．

z = r1(cos ✓1 + i sin ✓1), w = r2(cos ✓2 + i sin ✓2)

と極形式で表されるとき
zw = r1r2(cos(✓1 + ✓2) + i sin(✓1 + ✓2))

z�1 = r�1
1 (cos(�✓1) + i sin(�✓1))

となることを示しましょう．
oA

z = cos ✓ + i sin ✓ 6= 1

であるとき
z

1
2 = cos

✓

2
+ i sin

✓

2とします．このとき
1 + z + · · ·+ zn =

zn+1 � 1

z � 1
=

zn+1 � 1

z
1
2 (z

1
2 � z�

1
2 )

であることを用いて
nX

k=0

cos k✓,
nX

k=0

sin k✓

を求めましょう．
oAAURV ↵ 6= �- � 6= �- ↵ 6= �とします．このとき

g(x) =
(x� �)(x� �)

(↵� �)(↵� �)

が
g(↵) = 1, g(�) = g(�) = 0

を満たすことを示しましょう．
UkV URVにおいてA,B,C 2 Cとします．f が 2次多項式で

f(↵) = A, f(�) = B, f(�) = C

ならば
f(x) = A

(x� �)(x� �)

(↵� �)(↵� �)
+B

(x� ↵)(x� �)

(� � ↵)(� � �)
+ C

(x� ↵)(x� �)

(� � ↵)(� � �)
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となることを示しましょう．
oAAA a, b 2 Rとします．

f(x) = ax4 � 2ax3 + (a+ 1)x2 � bx� b

において
f(

1 + i
p
3

2
) = 0

とします．
URV a, bを求めましょう．
UkV f の他の根を求めましょう．
As

f(x) = x2n + xn + 1

が x2 + x+ 1で割り切れるか調べましょう．
s

↵ = cos
2⇡

n
+ i sin

2⇡

n

とします．
URV zn � 1 = 0の解が 1,↵,↵2, · · · ,↵n�1 であることを示しましょう．
UkV

(1� ↵)(1� ↵2) · · · (1� ↵n�1) = n

となることを示しましょう．
sA 以下の多項式 f(x)- g(x)の最大共通因子を最高次数の係数が 1として求めまし ょうX

f(x) = x4 � 2x3 + 5x2 � 4x+ 3, g(x) = 4x4 � 12x3 + 15x2 � 11x+ 3

sAA z4 = 8(�1 + i
p
3)を満たす z 2 C をすべて求めましょう．

sAAA a, b, c, d 2 Cが ad� bc 6= 0を満たすとする．Cの部分集合Dを
D =

8
<

:
C (c = 0のとき)

C \ {�d

c
} (c 6= 0のとき)

とします．写像
f : D ! C z 7! w = f(z) =

az + b

cz + d

によって定義する．
URV f が単射であることを示しましょう．
UkV f(D)を求めましょう．
UjV 全単射 f : D ! f(D)の逆写像 f�1を求めましょう．
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sAo Cの部分集合D := C \ {i}上で定義された写像
f : D ! C z 7! w = f(z) =

1� iz

1 + iz

について考えます．
URV f(D) ⇢ C \ {�1} であることを示しましょう．
UkV f(D) = C \ {�1} であることを示しましょう．
UjV f が単射であることを示しましょう．
U9V 全単射 f : D ! f(D) の逆写像を求めましょう．
U8V A = {z 2 D; |z � (1 + i)| = 1}に対して f(A)を求めましょう．
UeV f(R)を求めましょう．
so 実数列 {an}+1

n=0を差分方程式
an+2 � 2an+1 + 2an = 0 (n = 0, 1, 2, 3, . . .), a0 = ↵, a1 = �

によって定義します．anを求めましょう．ただし解が最終的に虚数単位を含まないものにしましょう．


