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章末問題と解答
A 集合X の部分集合A,B ⇢ X に対して以下を示しましょう．

UBV A ⇢ B , UBBV A = A \B , UBBBV B = A [B URX9NV

AA 集合X の部分集合A,B,C ⇢ X に対して以下を示しましょう．
(A [B) \ C = (A \ C) [ (B \ C) URX8yV

AAA 命題 P,Q,Rに対して以下の同値式を示しましょう．
(P ^Q) _R ⌘ (P _R) ^ (Q _R) URX8RV

(P _Q) ^R ⌘ (P ^R) _ (Q ^R) URX8kV

Ao 集合X の部分集合A,B,C ⇢ X に対して以下を示しましょう．
A \ (B \ C) = (A \B) [ (A \ C) URX8jV

(A \B) \ C = A \ (B [ C) URX89V

(A [B) \ C = (A \ C) [ (B \ C) URX88V

o写像 f : X ! Y が与えられているとき，Xの部分集合A,B ⇢ Xに対して以下を示しましょう．
f(A [B) = f(A) [ f(B) URX8eV

f(A \B) ⇢ f(A) \ f(B) URX8dV

oA 写像 f : X ! Y と g : Y ! Z が与えられているとき，以下を示しましょう．
URV f - g が全射ならば g � f も全射となる．
UkV f - g が単射ならば g � f も単射となる．
UjV g � f が全射ならば gも全射となる．
U9V g � f が単射ならば f も単射となる．
oAA 写像 f : X ! Y が与えらているとします．Y の部分集合Bに対してX の部分集合

f�1(B) := {x 2 X; f(x) 2 B}

を定義します（Bの f による逆像と呼びます）．このとき Y の部分集合B1- B2に対して以下を示しましょう．
URV

f�1(B1 [B2) = f�1(B1) [ f�1(B2)

UkV
f�1(B1 \B2) = f�1(B1) \ f�1(B2)
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◆ ⇣

A 集合X の部分集合A,B ⇢ X に対して以下を示しましょう．
UBV A ⇢ B , UBBV A = A \B , UBBBV B = A [B URX83V✓ ⌘

解答
UBV)UBBV

A � A \B

が常に成立しますから，A ⇢ A\Bを示せばA = A\Bを示すことができます．さらにA ⇢ Aか
つA ⇢ Bから

A ⇢ A \B

が従いますからj，UBBVが示せました．
UBBV)UBV

B \A ⇢ B

が常に成立しますから，A = A \B ⇢ BからA ⇢ Bが従います．
UBV)UBBBV

B⇢A [B

が常に成立しますから，B � A [Bを示せばB = A [Bが示せます．さらにB ⇢ BかつA ⇢ B

からA [B ⇢ Bが従いますから9，UBBBVが示せました．
UBBBV)UBV

A ⇢ A [B

が常に成立しますから
A ⇢ A [B = B

となりますから，A ⇢ Bが示せます．
◆ ⇣

AA 集合X の部分集合A,B,C ⇢ X に対して以下を示しましょう．
(A [B) \ C = (A \ C) [ (B \ C) URX8NV✓ ⌘

jA,B,C ⇢ X のとき
(A ⇢ B かつ A ⇢ C) ) A ⇢ B \ C

が成立することを用いています．
9A,B,C ⇢ X のとき

(A ⇢ C かつ B ⇢ C) ) A [B ⇢ C

が成立することを用いています．
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解答
x 2 (A [B) \ C , (x 2 A [B) ^ x 2 C

, (x 2 A^x 2 C) _ (x 2 B^x 2 C)

, (x 2 A \ C) _ (x 2 B \ C)

, x 2 (A \ C) [ (B \ C)

◆ ⇣
AAA 命題 P,Q,Rに対して以下の同値式を示しましょう．

(P ^Q) _R ⌘ (P _R) ^ (Q _R) URXeyV

(P _Q) ^R ⌘ (P ^R) _ (Q ^R) URXeRV✓ ⌘
解答

S Z _ S^Z US^ ZV_ _ S_ _ Z_ _ US_ _V^UZ__V
h h h h h h h h
h h 6 h h h h h
h 6 h 6 h h h h
h 6 6 6 6 h 6 6
6 h h 6 h h h h
6 h 6 6 6 6 h 6
6 6 h 6 h h h h
6 6 6 6 6 6 6 6
この真理表から (P,Q,R)の 3通りの真偽の組み合わせにおいて (P ^Q)_Rと (P _R)^ (Q_R)

の真偽がすべて一致しているので，
(P ^Q) _R ⌘ (P _R) ^ (Q _R) URXekV

であることが分かります．
S Z _ S_Z US_ ZV^ _ S^ _ Z^ _ US^ _V_UZ^_V
h h h h h h h h
h h 6 h 6 6 6 6
h 6 h h h h 6 h
h 6 6 h 6 6 6 6
6 h h h h 6 h h
6 h 6 h 6 6 6 6
6 6 h 6 6 6 6 6
6 6 6 6 6 6 6 6
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この真理表から (P,Q,R)の 3通りの真偽の組み合わせにおいて (P _Q)^Rと (P ^R)_ (Q^R)

の真偽がすべて一致しているので，
(P _Q) ^R ⌘ (P ^R) _ (Q ^R) URXejV

であることが分かります．◆ ⇣
Ao 集合X の部分集合A,B,C ⇢ X に対して以下を示しましょう．

A \ (B \ C) = (A \B) [ (A \ C) URXe9V

(A \B) \ C = A \ (B [ C) URXe8V

(A [B) \ C = (A \ C) [ (B \ C) URXeeV✓ ⌘
解答
URXe9Vについて

x 2 A \ (B \ C) , x 2 A ^ x 62 B \ C

, x 2 A ^ (x 62 B _ x 62 C)

, (x 2 A ^ x 62 B) _ (x 2 A ^ x 62 C)

, (x 2 A \B) _ (x 2 A \ C)

, x 2 (A \B) [ (A \ C)

URXe8Vについて
x 2 (A \B) \ C , x 2 (A \B) ^ x 62 C

, (x 2 A ^ x 62 B) ^ x 62 C

, x 2 A ^ (x 62 B ^ x 62 C)

, x 2 A ^ x 62 B [ C , x 2 A \ (B [ C)

ここで命題 P,Q,Rに対して
(P ^Q) ^R ⌘ P ^ (Q ^R)

が成立することを用いています8 ．
URXeeVについて

x 2 (A [B) \ C , x 2 (A [B) ^ x 62 C

, (x 2 A _ x 2 B) ^ x 62 C

, (x 2 A ^ x 62 C) _ (x 2 B ^ x 62 C)

, x 2 A \ C _ x 2 B \ C , x 2 (A \ C) [ (B \ C)

8この結果があるのでこの両辺にある命題を P ^Q ^Rと記していいことが分かる．
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◆ ⇣
o 写像 f : X ! Y が与えられているとき，X の部分集合 A,B ⇢ X に対して以下を示しま
しょう．

f(A [B) = f(A) [ f(B) URXedV

f(A \B) ⇢ f(A) \ f(B) URXe3V✓ ⌘
解答

URXedVについて
y 2 f(A [B) , 9x 2 A [B y = f(x)

, (9x 2 A y = f(x)) _ (9x 2 B y = f(x))

, y 2 f(A) _ y 2 f(B) , y 2 f(A) [ f(B)

上で以下を用いていることに注意しましょう．◆ ⇣
集合X 上の命題関数 P (x)とX の部分集合A,B ⇢ X に対して

9x 2 A [B (P (x)) ⌘ (9x 2 A(P (x))) _ (9x 2 B(P (x)))

が成立します．✓ ⌘
これがすぐ見えたら以下の説明は不要ですが，少し解説しましょう．
まず集合X 上の命題関数 P (x)とQ(x)に対して

9x 2 X (P (x) _Q(x)) ⌘ (9x 2 X (P (x))) _ (9x 2 X (Q(x)))

が成立することに注意しましょう．またX の部分集合Aに対して
9x 2 A (P (x)) ⌘ 9x 2 X (x 2 A ^ P (x))

も成立します．これを用いると
9x 2 A [B (P (x)) ⌘ 9x 2 X (x 2 A [B ^ P (x))

⌘ 9x 2 X ((x 2 A _ x 2 B) ^ P (x))

⌘ 9x 2 X ((x 2 A ^ P (x)) _ (x 2 B ^ P (x)))

⌘ 9x 2 X (x 2 A ^ P (x)) _ 9x 2 X (x 2 B ^ P (x))

⌘ (9x 2 A (P (x))) _ (9x 2 B (P (x)))

が導けます．
URXe3Vについて
まず以下の URXeNVを示します．
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◆ ⇣
X の部分集合A1, A2 ⇢ X に対して

A1 ⇢ A2 ) f(A1) ⇢ f(A2) URXeNV

が成立します．✓ ⌘
実際

y 2 f(A1) , 9x 2 A1 y = f(x)

)
(⇤)

9x 2 A2 y = f(x) , y 2 f(A2)

と示せます．ここで U Vにおいて以下を用いています．◆ ⇣
集合X 上の命題関数 P (x)が与えられているときにX の部分集合A,BがA ⇢ Bを満たすな
らば

(9x 2 A (P (x))) ) (9x 2 B (P (x)))

が常に成立します．✓ ⌘
最後に URXe3Vを示します．

A \B ⇢ A, A \B ⇢ B

が常に成立しますから
f(A \B) ⇢ f(A), f(A \B) ⇢ f(B)

が URXeNVを用いると導けます．これから
f(A \B) ⇢ f(A) \ f(B)

であることが従います．
◆ ⇣

oA 写像 f : X ! Y と g : Y ! Z が与えられているとき，以下を示しましょう．
URV f - g が全射ならば g � f も全射となる．
UkV f - g が単射ならば g � f も単射となる．
UjV g � f が全射ならば gも全射となる．
U9V g � f が単射ならば f も単射となる．✓ ⌘
解答
URV 任意の z 2 Z をとります．gが全射なので 9y 2 Y が存在して

z = g(y)
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が成立します．f が全射なので，この y 2 Y に対して 9x 2 X が存在して
y = f(x)

が成立します．このとき
z = g(y) = g(f(x)) = g � f(x)

が成立します．よって g � f は全射であることが分かります．
UkV x, x0 2 X に対して

g � f(x) = g � f(x0) すなわち g(f(x)) = g(f(x0))

が成立するとします．gが単射なので
f(x) = f(x0)

が成立します．さらに f が単射なので
x = x0

が従います．よって g � f は単射であることが分かります．
UjV g � f が全射なので 8z 2 Z に対して 9x 2 X が存在して

z = g � f(x) = g(f(x))

が成立します．ここで f(x) 2 Y なので gが全射であることが分かります．
U9V x, x0 2 X に対して f(x) = f(x0)が成立すると仮定します．このとき

g(f(x)) = g(f(x0)) すなわち g � f(x) = g � f(x0)

が従います．ここで g � f が単射であることを用いると
x = x0

となります．よって f は単射であることが示されました．
◆ ⇣

oAA 写像 f : X ! Y が与えらているとします．Y の部分集合Bに対してX の部分集合
f�1(B) := {x 2 X; f(x) 2 B}

を定義します（Bの f による逆像と呼びます）．このとき Y の部分集合B1- B2に対して以下を示しましょう．
URV

f�1(B1 [B2) = f�1(B1) [ f�1(B2)

UkV
f�1(B1 \B2) = f�1(B1) \ f�1(B2)✓ ⌘
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解答 URV

x 2 f�1(B1 [B2) , f(x) 2 B1 [B2

, f(x) 2 B1 _ f(x) 2 B2

, x 2 f�1(B1) _ x 2 f�1(B2)

, x 2 f�1(B1) [ f�1(B2)

UkV

x 2 f�1(B1 \B2) , f(x) 2 B1 \B2

, f(x) 2 B1 ^ f(x) 2 B2

, x 2 f�1(B1) ^ x 2 f�1(B2)

, x 2 f�1(B1) \ f�1(B2)
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演習 RXR

P1 P2 P1 () P2 P1 ) P2 P2 ) P1 (P1 ) P2) ^ (P2 ) P1)

h h h h h h
h 6 6 6 h 6
6 h 6 h 6 6
6 6 h h h h

から
P1 , P2 ⌘ (P1 ) P2) ^ (P2 ) P1)

が示されました．
P1 P2 P1 ^ P2 ¬(P1 ^ P2) ¬(P1) ¬(P2) ¬(P1) _ ¬(P2)

h h h 6 6 6 6
h 6 6 h 6 h h
6 h 6 h h 6 h
6 6 6 h h h h

から
¬(P1 ^ P2) ⌘ ¬(P1) _ ¬(P2)

が分かります．
P1 P2 P1 _ P2 ¬(P1 _ P2) ¬(P1) ¬(P2) ¬(P1) ^ ¬(P2)

h h h 6 6 6 6
h 6 h 6 6 h 6
6 h h 6 h 6 6
6 6 6 h h h h

から
¬(P1 _ P2) ⌘ ¬(P1) ^ ¬(P2)

が分かります．
演習 RXk
URX9V

P Q P ^Q Q ^ P

h h h h
h 6 6 6
6 h 6 6
6 6 6 6

P Q P _Q Q _ P

h h h h
h 6 h h
6 h h h
6 6 6 6
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から

（交換則） P ^Q ⌘ Q ^ P, P _Q ⌘ Q _ P

が分かります．
URX8V

P Q R P ^Q (P ^Q) ^R Q ^R P ^ (Q ^R)

h h h h h h h
h h 6 h 6 6 6
h 6 h 6 6 6 6
h 6 6 6 6 6 6
6 h h 6 6 h 6
6 h 6 6 6 6 6
6 6 h 6 6 6 6
6 6 6 6 6 6 6

から
(P ^Q) ^R ⌘ P ^ (Q ^R)

であることが分かります．他方
P Q R P _Q (P _Q) _R Q _R P _ (Q _R)

h h h h h h h
h h 6 h h h h
h 6 h h h h h
h 6 6 h h 6 h
6 h h h h h h
6 h 6 h h h h
6 6 h 6 h h h
6 6 6 6 6 6 6

から
(P _Q) _R ⌘ P _ (Q _R)

であることが分かります．
URXeV- URXdVは章末問題 AAAです．

演習 RXj
P ¬(P ) ¬( 6 (P ))

T F T

F T F

から k重否定の法則
¬(¬(P )) ⌘ P
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が成立することが分かります．
演習 RX9

S Z P _Q P ) (P _Q)

h h h h
h 6 h h
6 h h h
6 6 6 h

から
P ) (P _Q)

がトートロジーであることが分かります．
演習 RX8 URXRjV

P P ) P

T T

F T

から
P ) P

がトートロジーであることが分かります（同一律）．
URXR8V

P ¬(P ) P ^ ¬(P ) ¬(P ^ ¬(P ))

T F F T

F T F T

から
¬ (P ^ ¬(P ))

がトートロジーであることが分かります（矛盾律）．
演習 RXe

((P ) (Q ) R)) ^ (P ) Q)) ) (P ) R) URXdyV
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の真偽について真理表を作ります．

P Q R ⇤1 := (Q ) R) ⇤2 := (P ) ⇤1) ⇤3 := P ) Q ⇤2 ^ ⇤3 P ) R URXdyV
T T T T T T T T T

T T F F F T F F T

T F T T T F F T T

T F F T T F F F T

F T T T T T T T T

F T F F T T T T T

F F T T T T T T T

F F F T T T T T T

から URXdyVがトートロジーであることが分かります．
または以下のように同値式として変形して示すこともできます．

（与式）(⇤)
⌘ [P ) {Q ^ (Q)R)} ) (P ) R)]

(⇤⇤)
⌘ [P)(Q ^R)] ) (P ) R)

⌘ [(P ) Q) ^ (P ) R)] ) (P ) R)

⌘ ¬ (P ) Q) _ ¬ (P ) R) _ (P ) R)

において最右辺はトートロジーとなります．実際，命題Q-R に対して
Q _ ¬(R) _R

は任意のQに対して真になります．以上で与式がトートロジーであることが分かります．
上で U Vにおいて，同値式

(P ) Q1) ^ (P ) Q2) ⌘ (P ) (Q1 ^Q2))

が成立することを，U  Vにおいて同値式
Q ^ (Q ) R) ⌘ Q ^R

が成立することを用いていることに注意しましょう．
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演習 RXd

P Q R #1 := (P ) Q) #2 := (Q ) R) #1 ^#2 P ) R URXkRV
T T T T T T T T

T T F T F F F T

T F T F T F T T

T F F F T F F T

F T T T T T T T

F T F T F F T T

F F T T T T T T

F F F T T T T T

から URXkRVがトートロジーであることが分かります．
演習 RX3 章末問題 AAです．
演習 RXN 章末問題 Aoにあります．
演習 RXRy 任意の x 2 X に対して

(h � g) � f(x) = (h � g) (f(x))
= h (g (f(x)))

h � (g � f) (x) = h (g � f(x))
= h (g (f(x)))

から
(h � g) � f(x) = h � (g � f) (x)

であることが分かります．これは
(h � g) � f = h � (g � f)

を意味します．
演習 RXRR 例えばX = R上の命題関数

P (x) : x > �1

Q(x) : x < 1

が反例となります．
演習 RXRk
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9x 2 X (P (x) ) Q(x)) ⌘ 9x 2 X (¬(P (x)) _Q(x))

⌘ 9x 2 X (¬(P (x))) _ 9x 2 X (Q(x))

⌘ (8x 2 X (P (x))) ) (9x 2 X (Q(x)))

演習 RXRj

URX9kV
(⇤)
⌘ ¬ (9x 2 X (P (x)) ^ 9x 2 X (Q(x))) ) ¬ (9x 2 X (P (x) ^Q(x)))

(⇤⇤)
⌘ (8x 2 X (¬P (x)) _ 8x 2 X (¬Q(x))) ) 8x 2 X ((¬P (x)) _ (¬Q(x)))

において，URX9yVから最右辺が真であることが分かりますから，URX9kVが真であることが従います．
演習 RXR9

8x 2 X (P (x) ) Q(x)) ) ((8x 2 X (P (x))) ) (8x 2 X (Q(x))))

(i)
⌘ (8x 2 X (P (x) ) Q(x)) ^ 8x 2 X (P (x))) ) 8x 2 X (Q(x))

⌘ 8x 2 X ((P (x) ) Q(x)) ^ (P (x))) ) 8x 2 X (Q(x))

(ii)
⌘ 8x 2 X (P (x) ^Q(x)) ) 8x 2 X (Q(x))

⌘ (8x 2 X(P (x)) ^ 8x 2 X(Q(x))) ) 8x 2 X(Q(x))

となります．最右辺が常に真となるのは，一般に命題 P - Q に対して
P ^Q ) P

が常に真となることから容易に示せます．上で UBVは同値式
P ) (Q ) R) ⌘ (P ^Q) ) R URXdRV

を用いました．他方 UBBVでは恒等式
P ^ (P ) Q) ⌘ P ^Q URXdkV

を用いました．
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演習 RXR8　同値式
8x 2 X (P (x) ) Q(x)) ) ((9x 2 X (P (x))) ) (9x 2 X (Q(x))))

⌘ 8x 2 X (P (x) ) Q(x)) ) ((¬ (9x 2 X (Q(x)))) ) (¬ (9x 2 X (P (x)))))

⌘ 8x 2 X (P (x) ) Q(x)) ) (8x 2 X¬ (Q(x))) ) (8x 2 X¬ (P (x)))

⌘ (8x 2 X (P (x) ) Q(x)) ^ 8x 2 X¬ (Q(x))) ) (8x 2 X¬ (P (x)))

⌘ 8x 2 X ((P (x) ) Q(x)) ^ ¬ (Q(x))) ) (8x 2 X¬ (P (x)))

⌘ 8x 2 X ((¬Q(x) ) ¬P (x)) ^ ¬ (Q(x))) ) (8x 2 X¬ (P (x)))

⌘ 8x 2 X ((¬Q(x)) ^ (¬P (x))) ) (8x 2 X¬ (P (x)))

⌘ (8x 2 X(¬Q(x)) ^ 8x 2 X(¬P (x))) ) 8x 2 X(¬P (x))

の最右辺が常に真であることが容易に示せます．
演習 RXRe 右の表から

8y 2 Y
�
x2 + y < 20

�
⌘ (x = 1, 2, 3)

9y 2 Y
�
x2 + y < 20

�
⌘ (x = 1, 2, 3, 4)

であることが分かります．従って各命題の真偽が以下のように求められます．
URV 8x 2 X8y 2 Y (x2 + y < 20) ⌘ F

UkV 8x 2 X9y 2 Y (x2 + y < 20) ⌘ F

UjV 9x 2 X8y 2 Y (x2 + y < 20) ⌘ T

U9V 9x 2 X9y 2 Y (x2 + y < 20) ⌘ T

y\x 1 2 3 4 5

1 2 5 10 17 26

2 3 6 11 18 27

3 4 7 12 19 28

4 5 8 13 20 29

5 6 9 14 21 30

演習 RXRd URV

¬
�
8x 2 X8y 2 Y (x2 + y < 20)

�
9x 2 X9y 2 Y

�
x2 + y � 20

�

UkV

¬
�
8x 2 X9y 2 Y (x2 + y < 20)

�
9x 2 X8y 2 Y

�
x2 + y � 20

�

UjV

¬
�
9x 2 X8y 2 Y (x2 + y < 20)

�
8x 2 X9y 2 Y

�
x2 + y � 20

�

U9V

¬
�
9x 2 X9y 2 Y (x2 + y < 20)

�
8x 2 X8y 2 Y

�
x2 + y � 20

�


