
2020年 10月 02日演習問題解答
◆ ⇣

I m⇥ n行列 Aがあるとします。P がm次の正方行列、Qが n次の正則行列であるとき
dim Im(A) = dim Im(PA) (7)

dimker(A) = dimker(AQ) (8)

が成立することを示しましょう。✓ ⌘
解答　(7)について
Im(A) の基底を ↵1, . . . ,↵` としましょう．このとき ↵j = A~xj を満たす ~xj 2 Kn が存在しますから
P ~↵j = PA~xj 2 Im(PA)となることが分かります．以下では

P ~↵1, . . . , P ~↵` は Im(PA)の基底となる
ことを示します．c1P ~↵1 + · · ·+ c`P ~↵` = ~0 が成立すると

c1P ~↵1 + · · ·+ c`P ~↵` = P (c1~↵1 + · · ·+ c`~↵`) = ~0

から c1~↵1 + · · ·+ c`~↵` = ~0が導けますから c1 = · · · = c` = 0が従います．よって
P ~↵1, . . . , P ~↵` は線型独立である

ことが分かりました．さらに任意の ~v 2 Im(PA)をとるとある ~x 2 Kn に対して ~v = PA~xが成立します．こ
のとき A~x 2 Im(A)が成立しますから

A~x = c1~↵1 + · · ·+ c`~↵`

と表現されます．この両辺に P を掛けると
~v = PA~x = P (c1~↵1 + · · ·+ c`~↵`) = c1P ~↵1 + · · ·+ c`P ~↵`

と ~v が P ~↵1, . . . , P ~↵` の線型和で表現できます．以上で
P ~↵1, . . . , P ~↵` は Im(PA)を生成する

ことが分かりました．
(8)について　 ker(A)の基底を ~�1, . . . , ~�k としましょう．このとき AQ ·Q�1~�i = A~�i = ~0 が成立しますか
ら，Q�1~�i 2 ker(AQ)となることが分かります．以下では

Q�1~�1, . . . , Q
�1~�k は ker(AQ)の基底となる

ことを示します．c1Q�1~�1 + · · ·+ ckQ�1~�k = ~0 が成立すると
c1Q

�1~�1 + · · ·+ ckQ
�1~�k = Q�1

⇣
c1~�1 + · · ·+ ct~�k

⌘
= ~0

から c1~�1 + · · ·+ ct~�k = ~0が導けますから c1 = · · · = ck = 0が従います．よって
Q�1~�1, . . . , Q

�1~�k は線型独立である
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ことが分かります．次に ~w 2 ker(AQ)を任意にとります．このとき Q~w 2 ker(A)ですから
Q~w = c1~�1 + · · ·+ ct~�k

と表されます．この両辺に Q�1 を掛けると
~w = Q�1(c1~�1 + · · ·+ ct~�k) = c1Q

�1~�1 + · · ·+ ctQ
�1~�k

となりますから
Q�1~�1, . . . , Q

�1~�k は ker(AQ)を生成する
ことが示されました．◆ ⇣

II V ⇢ Rn は部分空間とします。
V ? = {~w 2 Rn; (~v, ~w) = 0 (~v 2 V )}

はRn の部分空間です（V の直交補空間と呼びます）．
(1) V1, V2 はRn の部分空間とします。

V1 ⇢ V2

が成立するならば V ?
1 � V ?

2 が成立することを示しましょう。
(2) V1, V2 はRn の部分空間とします。

(V1 + V2)
? ⇢ V ?

j
(j = 1, 2)

を示しましょう。
(3) V1, V2 はRn の部分空間とします。

(V1 + V2)
? = V ?

1 \ V ?
2

であることを示しましょう。✓ ⌘
解答 (1) ~w 2 V ?

2 とします．~v1 2 V1 であると ~v1 2 V2 となりますから
(~w,~v1) = 0

が従います．よって ~w 2 V ?
1 であることが分かります．

(2) V1, V2 ⇢ V1 + V2 が成立しますから (1)を用いると
(V1 + V2)

? ⇢ V ?
1 , (V1 + V2)

? ⇢ V ?
2

が分かります．
(3) (2)から

(V1 + V2)
? ⇢ V ?

1 \ V ?
2

が分かります．逆に ~w 2 V ?
1 \ V ?

2 とします．~v = ~v1 + ~v2 が ~v1 2 V1, ~v2 2 V2 に対して成立しているとする
と ~w 2 V ?

1 かつ ~w 2 V ?
2 が成立しますから

(~w,~v) = (~w,~v1) + (~w,~v2) = 0
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となります．これは V ?
1 \ V ?

2 ⇢ (V1 + V2)? を意味します．以上で (V1 + V2)? = V ?
1 \ V ?

2 を示しました．
注意 さらに (3)の両辺の直交補空間を考えると

(V1 \ V2)
? = V ?

1 + V ?
2

が導けます．
◆ ⇣

III Aをm⇥ n行列として Aが定める線型写像を
fA : Kn ! Km ~v 7! A~v

と表します．
(1) V はKn の部分空間とします。このとき

AV := fA(V ) = {A~v 2 Km;~v 2 V }

がKm の部分空間であることを示しましょう。
(2) W はKm の部分空間とします。このとき

f�1
A

(W ) = {~v 2 Kn;A~v 2 W}

がKn の部分空間であることを示しましょう。✓ ⌘
解答 (1) ~w1, ~w2 2 AV とします．このとき

A~v1 = ~w1, A~v2 = ~w2

を満たす ~v1,~v2 2 V が存在します．このとき
�1 ~w1 + �2 ~w2 = �1A~v1 + �2A~v2 = A (�1~v1 + �2~v2)

から �1 ~w1 + �2 ~w2 2 AV が分かります．よって AV は部分空間です．
(2) ~v1,~v2 2 f�1

A
(W )とします．このとき A~v1, A~v2 2 W となります．W は部分空間ですから

A (�1~v1 + �2~v2) = �1A~v1 + �2A~v2 2 W

から �1~v1 + �2~v2 2 f�1
A

(W )であることが分かります．これは f�1
A

(W )が部分空間であることを意味します．
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