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Part 02a

Part 02 a
クラメールの公式

Nobuyuki TOSE クラメールの公式・ベクトルの平行 2 / 20



Minimal (Maximal) Points–An example

関数
f (x , y) = x2 + 4xy + 2y2 − 6x − 8y

について考えます．

fx(x , y) = 2x + 4y · 1 + 0 − 6 − 0
= 2x + 4y − 6 = 0

fy (x , y) = 0 + 4x · 1 + 4y − 0 − 8
= 4x + 4y − 8 = 0

を解くと，(x , y) = (1, 1) が f の唯一の停留点であることが分かります．
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クラメールの公式 CT 205-206p

連立 1次方程式 {
ax + by = α · · · (1)
cx + dy = β · · · (2)

を考える．y を消去するために (1)× d − (2)× bを考える．

adx + bdy = αd
−) bcx + bdy = βb

(ad − bc)x = αd − βb

x を消去するために (1)× c − (2)× aを考える．

acx + bcy = αc
−) acx + ady = βa

(bc − ad)y = αc − βa
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行列式・クラメールの公式

行列式 ∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad − bc

これを用いると ∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ x =

∣∣∣∣α b
β d

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ y =

∣∣∣∣a α
c β

∣∣∣∣
特に D :=

∣∣ a b
c d

∣∣ 6= 0 のとき

x =
1
D

∣∣∣∣α b
β d

∣∣∣∣ , y =
1
D

∣∣∣∣a α
c β

∣∣∣∣
これをクラメールの公式と言います．
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クラメールの公式–例

{
2x + 4y = 6
4x + 4y = 8

を解きます．
D =

∣∣∣∣2 4
4 4

∣∣∣∣ = 2 · 4 − 4 · 4 = −8 6= 0

からクラメールの公式が適用できます．実際

x = −1
8

∣∣∣∣6 4
8 4

∣∣∣∣ = −1
8(6 · 4 − 8 · 4) = −1

8(−8) = 1

y = −1
8

∣∣∣∣2 6
4 8

∣∣∣∣ = −1
8(2 · 8 − 4 · 6) = −1

8(−8) = 1
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Part 02b

Part 02 b
斉次方程式の解
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クラメールの公式から分かること

斉次方程式 {
ax + by = 0 · · · (1)
cx + dy = 0 · · · (2) (#)

を条件
D :=

∣∣ a b
C d

∣∣ = ad − bc 6= 0

の下で考えます．クラメールの公式を適用できて

x =
1
D

∣∣ 0 b
0 d

∣∣ = 0, y =
1
D

∣∣ a 0
c 0

∣∣ = 0

� �
D 6= 0 ⇒

(
(#) ⇒ ( x

y ) = ~0
)

(3)� �
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(3)の逆は？

(3)の逆の対偶は？� �
D = ad − bc = 0 ⇒

(
∃ ( x

y ) 6= ~0 (#)
)

(4)� �
証明に入る前に注意：

( x
y ) = (−b

a ) ,
( d
−c

)
は (#)を満たす．

(i) a 6= 0または b 6= 0のときOK
(ii) c 6= 0または d 6= 0のときOK
(iii) NOT ((i) ∨ (ii)) ≡ NOT (i) ∧ NOT (ii) ≡ a = b = c = d = 0のとき明
らか．
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まとめ

� �
D 6= 0 ⇔

({
ax + by = 0
cx + dy = 0 ⇒ ( x

y ) = ~0
)

� �
および� �

D = 0 ⇔ ∃ ( x
y ) 6= ~0

{
ax + by = 0
cx + dy = 0� �
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次のステップへ準備

~a =


a1
...
ai
...

an

 , ~b =


b1
...
bi
...

bn

 ∈ Kn

に対して

x~a + y~b = x


a1
...
ai
...

an

+ y


b1
...
bi
...

bn

 =


xa1+yb1

...
xai+ybi

...
xan+ybn
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次のステップへ準備 (2a)

特に n = 2のとき

~a = ( a1a2 ) ,
~b =

(
b1
b2

)
, ~γ = ( γ1

γ2 ) ∈ K2

に対して
x~a + y~b = ~γ ⇔

{
a1x + b1y = γ1
a2x + b2y = γ2

x~a + y~b = ~0 ⇔
{

a1x + b1y = 0
a2x + b2y = 0
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次のステップへ準備 (2b)

行列式を
|~a ~b| :=

∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣
と定義すると「まとめ」は

|~a ~b| 6= 0 ⇔
(

x~a + y~b = ~0 ⇒ ( x
y ) = ~0

)
|~a ~b| = 0 ⇔ ∃ ( x

y ) 6= ~0
(

x~a + y~b = ~0
)
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次のステップへ準備 (3)

特に n = 3のとき

~a =
( a1a2a3

)
, ~b =

(
b1
b2
b3

)
, ~γ =

( γ1
γ2
γ3

)
∈ K3

に対して

x~a + y~b = ~γ ⇔


a1x + b1y = γ1
a2x + b2y = γ2
a3x + b3y = γ3

x~a + y~b = ~0 ⇔


a1x + b1y = 0
a2x + b2y = 0
a3x + b3y = 0

Nobuyuki TOSE クラメールの公式・ベクトルの平行 14 / 20



Part 02c

Part 02c
ベクトルの平行・非平行
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定義–ベクトルの平行

~a =


a1
...
ai
...

an

 , ~b =


b1
...
bi
...

bn

 ∈ Kn

に対して
~a ∦ ~b ⇔

(
x~a + y~b = ~0 ⇒ ( x

y ) = ~0
)

~a ‖ ~b ⇔ ∃ ( x
y ) 6= ~0

(
x~a + y~b = ~0

)
と定義します．
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定義–ベクトルの平行–2次元の場合の言い換え

~a = ( a1a2 ) ,
~b =

(
b1
b2

)
∈ K2

に対して

~a ∦ ~b ⇔
(

x~a + y~b = ~0 ⇒ ( x
y ) = ~0

)
⇔ |~a ~b| 6= 0

~a ‖ ~b ⇔ ∃ ( x
y ) 6= ~0

(
x~a + y~b = ~0

)
⇔ |~a ~b| = 0
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n = 3の場合は

~a =
( a1a2a3

)
~b =

(
b1
b2
b3

)
∈ K3に対して x~a + y~b =

(
xa1+yb1
xa2+yb2
xa3+yb3

)
= ~0

を仮定します．
∣∣∣ a2 b2

a3 b3

∣∣∣ 6= 0 ならば{
a2x + b2y = 0
a3x + b3y = 0 から x = y = 0

となります．以上で� �∣∣∣ a2 b2
a3 b3

∣∣∣ 6= 0 ⇒ ~a ∦ ~b� �� �∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣ 6= 0 ∨
∣∣∣ a1 b1

a3 b3

∣∣∣ 6= 0 ∨
∣∣∣ a2 b2

a3 b3

∣∣∣ 6= 0 ⇒ ~a ∦ ~b� �
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n = 3の場合：逆は？

前ページの結論の逆（その対偶）は� �∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣ = 0 ∧
∣∣∣ a1 b1

a3 b3

∣∣∣ = 0 ∧
∣∣∣ a2 b2

a3 b3

∣∣∣ = 0 ⇒ ~a ‖ ~b� �
a1 6= 0の場合は

−b1
a1

( a1a2a3

)
+ 1 ·

(
b1
b2
b3

)
=

 −b1+b1
−b1a2+b2a1

a1
−b1a3+b3a1

a1

 =


0

1
a1

∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣
1
a1

∣∣∣ a1 b1
a3 b3

∣∣∣
 = ~0

から~a ‖ ~bであることが分かります．
a2 6= 0, a3 6= 0の場合も同様です（各自示しましょう）．
注意 実はここで何かを言わないと証明が不十分となります．
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まとめ

~a ∦ ~b ⇔
∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣ 6= 00r
∣∣∣ a1 b1

a3 b3

∣∣∣ 6= 0 ∨
∣∣∣ a2 b2

a3 b3

∣∣∣ 6= 0

~a ‖ ~b ⇔
∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣ = ∣∣∣ a1 b1
a3 b3

∣∣∣ = ∣∣∣ a2 b2
a3 b3

∣∣∣ = 0
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