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第8章 行列の演算について

8XR ベクトルの演算の性質（復習）

ベクトルの⾜し算とスカラー倍に関する基本的な定理 8XRを述べましょう．◆ ⇣
定理 8XRX URV ~a, ~b, ~c 2 Knに対して

~a+~b = ~b+ ~a U8XRV

(~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c) U8XkV

が成⽴します．
UkV ~a, ~b 2 Knと �, µ 2 Kに対して

� (µ~a) = (�µ)~a U8XjV

(�+ µ)~a = �~a+ µ~a U8X9V

�(~a+~b) = �~a+ �~b U8X8V

が成⽴します．✓ ⌘
8Xk 行列の和・差とスカラー倍

同じ型を持つ，すなわち同じ行数，列数を持つ行列の間には⾜し算（加法）と引き算（減法）が
定義されます．m⇥ n行列，すなわちm行 n列の行列

A = (~a1 · · ·~aj · · ·~an) =

0

BBBBBBB@

a1
XXX
ai
XXX

am

1

CCCCCCCA

= (aij) , B = (~b1 · · ·~bj · · ·~bn) =

0

BBBBBBB@

b1
XXX
bi
XXX
bm

1

CCCCCCCA

= (bij)
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Rkk 第 8章 行列の演算について

に対してその和と差を

A+B =
⇣
~a1 +~b1 · · ·~aj +~bj · · ·~an +~bn

⌘
=

0

BBBBBBB@

a1 + b1
XXX

ai + bi
XXX

am + bm

1

CCCCCCCA

= (aij + bij)

A�B =
⇣
~a1 �~b1 · · ·~aj �~bj · · ·~an �~bn

⌘
=

0

BBBBBBB@

a1 � b1
XXX

ai � bi
XXX

am � bm

1

CCCCCCCA

= (aij � bij)

と定めます．また定数 ↵ 2 Kに対してAの ↵倍を

↵A = (↵~a1 · · · ↵~aj · · · ↵~an) =

0

BBBBBBB@

↵a1
XXX

↵ai
XXX

↵am

1

CCCCCCCA

= (↵ · aij)

で定義します．次に例
 
a b c

↵ � �

!
+

 
d e f

� " '

!
=

 
a+ d b+ e c+ f

↵+ � � + " � + '

!

µ

 
a b c

↵ � �

!
=

 
µa µb µc

µ↵ µ� µ�

!

を見て理解を深めましょう．
これまでm⇥ n行列A, Bに対して和・差とスカラー倍（定数倍）を定義しました．この 2つ

の優先順位について注意します．すなわち �A± µBですが，

�A± µB = (�A)± (µB)

とスカラー倍を計算した後に⾜し算・引き算をするのが唯一可能な計算順序です．◆ ⇣
定理 8XkX m行 n列の行列A，B，C に対して，以下が成⽴します．
URV A+B = B +A

UkV (A+B) + C = A+ (B + C)

UjV ↵(�A) = (↵�)A

U9V (↵+ �)A = ↵A+ �A

U8V ↵(A+B) = ↵A+ ↵B✓ ⌘
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8XjX 行列の積 Rkj

S`QQ7X 以下ではA = (~aj)- B = (~bj)- C = (~cj)と行列A, B, C の j列を⽤いて定理を示します．
URV A+B = (~aj +~bj) = (~bj + ~aj) = B +Aから証明できます．ここで定理 8XRの U8XRV を⽤いま
した．
UkV (A+B) +C = (~aj +~bj) + (~cj) =

⇣
(~aj +~bj) + ~cj

⌘
=
⇣
~aj + (~bj + ~cj)

⌘
= A+ (B +C)から証

明できます．ここで定理 8XRの U8XkV を⽤いました．
UjV- U9V- U8V- については演習 8XRとします．

演習 8XRX 定理 8Xkの UjV- U9V- U8V を証明しましょう．

8Xj 行列の積

8XjXR 行列⇥列ベクトル

次に行列に右からベクトルを掛けることを考えます．上に与えたm⇥n行列A = (~a1 ~a2 · · · ~an)
と n次元列ベクトル ~x 2 Kn，すなわち

A =
⇣
~a1 · · · ~aj · · · ~an

⌘
=

0

BBBBBBB@

a1
XXX
ai
XXX

am

1

CCCCCCCA

と ~x =

0

BBBBBBB@

x1
XXX
xj
XXX
xn

1

CCCCCCCA

U8XeV

との積を
A~x = x1~a1 + · · ·+ xj~aj + · · ·+ xn~an 2 Km

と定義します．この両辺の第 i成分に着⽬すると

A~x = x1

0

BB@

XXX
ai1
XXX

1

CCA+ · · ·+ xj

0

BB@

XXX
aij
XXX

1

CCA+ · · ·+ xn

0

BB@

XXX
ain
XXX

1

CCA

=

0

BB@

XXX
x1ai1 + · · ·+ xjaij + · · ·+ xnain

XXX

1

CCA =

0

BB@

XXXPn
j=1 xjaij

XXX

1

CCA

となります．ここで ~p = A~x = t(p1 p2 · · · pm) と成分表示すると，A~xの第 i成分は

pi =
nX

j=1

aijxj = (ai1 · · · aij · · · ain)

0

BBBBBBB@

x1
XXX
xj
XXX
xn

1

CCCCCCCA

= ai ~x
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Rk9 第 8章 行列の演算について

となり，これからA~xの成分表示

A ~x =

0

BBBBBBB@

a1 ~x

XXX
ai ~x

XXX
am ~x

1

CCCCCCCA

を得ます．
上で見たように m ⇥ n行列 Aを n次元ベクトル ~x 2 Kn に左から掛けると m次元ベクトル

A~x 2 Kmを得ます．ここで
FA(~x) = A~x

と定めると写像
FA : Kn �! Km

~x 7! A~x U8XdV

を定義できます．この写像 FAについて次の定理 8Xjが成⽴し，これを FAの線型性といいます．◆ ⇣
定理 8XjX

FA(~x+ ~y) = FA(~x) + FA(~y) (~x, ~y 2 Kn) U8X3V

FA(�~x) = �FA(~x) (~x 2 Kn
, � 2 K) U8XNV✓ ⌘

S`QQ7X ~x =

0

B@
x1
XXX
xn

1

CA , ~y =

0

B@
y1
XXX
yn

1

CAと ~xと ~yの成分表示をします．すると

FA(~x+ ~y) = (x1 + y1)~a1 + · · ·+ (xj + yj)~aj + · · ·+ (xn + yn)~an

= x1~a1 + · · ·+ xj~aj + · · ·+ xn~an + y1~a1 + · · ·+ yj~aj + · · ·+ yn~an

= FA(~x) + FA(~y)

FA(�~x) = (�x1)~a1 + · · ·+ (�xj)~aj + · · ·+ (�xn)~an

= �(x1~a1 + · · ·+ xj~aj + · · ·+ xn~an) = �FA(~x)

から証明されます．

U8X3Vと U8XNVは行列の積の形では

A(~x+ ~y) = A~x+A~y, A(�~x) = � (A~x) U8XRyV

と表されます．これをまとめて得られる
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8XjX 行列の積 Rk8

◆ ⇣
A(�~x+ µ~y) = �A~x+ µA~y U8XRRV✓ ⌘

および U8XRyVを繰り返して得られる

A(c1~x1 + · · ·+ c`~x`) = c1A~x1 + · · ·+ c`A~x` U8XRkV

も有⽤です．この公式 U8XRkV はX = (~x1 · · · ~x`)と ~c = t(c1 · · · c`)を⽤いて

A(X~c) = (AX)~c U8XRjV

とも表現できます．これは，後に行列の積の結合法則の証明で⽤いることになります．

演習 8XkX U8XRRVと U8XRkVを証明しましょう．

8XjXk 行ベクトル⇥行列

行列の左から行ベクトルを掛けることも必要になります．n ⇥ `行列X が，行ベクトル表示と
列ベクトル表示

X =

0

BBBBBBB@

x1
XXX
xj
XXX
xn

1

CCCCCCCA

= (~x1 · · · ~xk · · · ~x`) U8XR9V

を持っているとします．このXに左から n次元行ベクトル a = (a1 · · · aj · · · an)を掛けることを

aX =
⇣
a1 · · · aj · · · an

⌘

0

BBBBBBB@

x1
XXX
xj
XXX
xn

1

CCCCCCCA

= a1x1 + · · ·+ ajxj + · · ·+ anxn

と `次元行ベクトルとして定義します（xj が `次元行ベクトルであることに注意しましょう）．X

の行ベクトルの各成分を⽤いて aX を計算してみると

aX = a1(x11 · · ·x1k · · ·x1`)
+ · · ·
+aj(xj1 · · ·xjk · · ·xj`)
+ · · ·
+an(xn1 · · ·xnk · · ·xn`)

1だが) + A (ぼ ) = d (ぼ)で CAD

x

-
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Rke 第 8章 行列の演算について

となります．このことから aX の第 k成分は行ベクトル aとX の k列 ~xkの積

a1x1k + · · ·+ ajxjk + · · ·+ anxnk = (a1 · · · aj · · · an)

0

BBBBBBB@

x1k
XXX

xjk
XXX

xnk

1

CCCCCCCA

= a~xk

として表現できます．このことから

aX = (a~x1 · · · a~xk · · · a~x`)

と aX の成分が表現できます．

演習 8XjX 3次元の標準単位ベクトル e1 = (1 0 0), e2 = (0 1 0), e3 = (0 0 1) と 3行の行列

X =

0

B@
a

b

c

1

CA に対して e1X- e2X- e3X を計算しましょう．また (0 � 0)X, (1 0 �)X も計算しま

しょう．

8XjXj 行列⇥行列

定義 さらにm⇥ n行列Aに対して n⇥ `行列X = (~x1 · · · ~x`)を右から掛けるには，Xの列ベク
トルが ~x1, · · · , ~xk, · · · , ~x` 2 Kn と `個の n次元ベクトルであることに注意して，

AX = (A~x1 A~x2 · · ·A~x`) =

0

BBBBBBB@

a1 ~x1 · · · a1 ~xk · · · a1 ~x`
XXX XXX XXX

ai ~x1 · · · ai ~xk · · · ai ~x`
XXX XXX XXX

am ~x1 · · · am ~xk · · · am ~x`

1

CCCCCCCA

U8XR8V

と定義します．AXの列ベクトルA~xkがm次元ベクトルであることから，AXはm⇥ `行列であ
ることが分かります．またX = (xjk)，P = AX = (pik)と成分表示をすると P の (i, k)成分は

pik = ai ~xk =
nX

j=1

aijxjk

となります．

演習 8X9X 3列の行列A =
⇣
~a ~b ~c

⌘
に対して次の積を計算しましょう．

URV A

0

B@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

CA UkV A

0

B@
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1

CA UjV A

0

B@
1 0 �

0 1 0

0 0 1

1

CA U9V A

0

B@
1 0 0

0 � 0

0 0 1

1

CA

Choo 」 (劉 = a

(0 1 0) (岧 ) = lb
( 0 0 1 )倒 =

a 国 一 一 で 一で )
= a 」
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8XjX 行列の積 Rkd

さらに行ベクトル表示 U8XeVを持つm⇥ n行列AとX の積AX は

AX =

0

BBBBBBB@

a1
XXX
ai
XXX

am

1

CCCCCCCA

X =

0

BBBBBBB@

a1X

XXX
aiX

XXX
amX

1

CCCCCCCA

U8XReV

とも表示されます．ここで

aiX =
⇣
ai~x1 · · · ai~xj · · · ai~xn

⌘

であることに注意すると，行ベクトル表示を⽤いた積AX が U8XR8Vにある列ベクトル表示を⽤い
た積と一致して，定義が整合的であることが分かります．

例 8XRX 3行の行列A =

0

B@
a

b

c

1

CA に演習 8X9の積に現れた行列を左から掛けましょう．

0

B@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

CAA =

0

BBB@

⇣
1 0 0

⌘
A

⇣
0 1 0

⌘
A

⇣
0 0 1

⌘
A

1

CCCA
=

0

B@
a

b

c

1

CA = A

0

B@
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1

CAA =

0

BBB@

⇣
0 0 1

⌘
A

⇣
0 1 0

⌘
A

⇣
1 0 0

⌘
A

1

CCCA
=

0

B@
c

b

a

1

CA

0

B@
1 0 �

0 1 0

0 0 1

1

CAA =

0

BBB@

⇣
1 0 �

⌘
A

⇣
0 1 0

⌘
A

⇣
0 0 1

⌘
A

1

CCCA
=

0

B@
a+ �c

b

c

1

CA

0

B@
1 0 0

0 � 0

0 0 1

1

CAA =

0

BBB@

⇣
1 0 0

⌘
A

⇣
0 � 0

⌘
A

⇣
0 0 1

⌘
A

1

CCCA
=

0

B@
a

�b

c

1

CA

この計算は，後に行列の基本変形が基本行列を掛けることに他ならないことを示すのに⽤います．

演習 8X8X 3行の行列A =

0

B@
a

b

c

1

CA に対して次の積を計算しましょう．

-.--
1 ..Int= 3 r × オ

_>

2r ×= d → で も 0 )

-



Rk3 第 8章 行列の演算について

URV

0

B@
0 1 0

1 0 0

0 0 1

1

CAA UkV

0

B@
1 0 0

0 1 0

� 0 1

1

CAA UjV

0

B@
� 0 0

0 1 0

0 0 1

1

CAA

演習 8XeX 行ベクトル x = (p q r)に対して tx · xと x · txを計算しましょう．

線型写像の合成 Aをm⇥ n行列，Bを n⇥ `行列とします．U8XdVで説明しましたが，AとBは
それぞれ線型写像

FB : K` �! Kn
~c 7! B~c

FA : Kn �! Km
~x 7! A~x

を定めます．この写像 FAと FB の合成

FA � FB : K` �! Km
~c 7! FA(FB(~c)) = A(B~c)

について考えます（写像の合成についてはこのすぐ後にある囲み解説を参照）．演習 8Xkの U8XRkVで
示したことを⽤いて，FA(FB(~c)) = A(B~c)を考えます．そのためにB = (~b1 · · · ~b`)，~c = t(c1 · · · c`)
と行列Bとベクトル ~c の成分を定めます．すると

FA(FB(~c)) = A(B~c) = A

⇣
c1
~b1 + · · ·+ c`

~b`

⌘

= c1A
~b1 + · · ·+ c`A

~b` =
⇣
A~b1 · · · A~b`

⌘
~c = (AB)~c = FAB(~c)

から
FA � FB = FAB

を得ます．また行列の積の結合法則 に関する定理 8X9U9V の証明に⽤いる

A (B~c) = (AB)~c U8XRdV

も同時に示しました．◆ ⇣
写像の合成 2つの写像 f : X ! Y と g : Y ! Z があるとします．このとき

g � f : X ! Z x 7! g(f(x))

が定義できます．これを f と gの合成写像と呼びます．
さらに写像 h : Z ! W がある場合は

h � g � f : X ! W

が定義できますが，これは
h � (g � f) = (h � g) � f

と，合成をどの順序で行っても変わりません．✓ ⌘
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8XjX 行列の積 RkN

8XjX9 行列の積の性質

行列の積について以下の定理 8X9が成⽴します．◆ ⇣
定理 8X9X AとBはm⇥ n行列，X と Y は n⇥ `行列，Qは `⇥ g 行列とします．このとき
次が成⽴します．
URV (A+B)X = AX +BX

UkV A(X + Y ) = AX +AY

UjV A(↵X) = (↵A)X = ↵(AX)

U9V（結合法則） (AX)Q = A (XQ)✓ ⌘
この定理 8X9の証明の準備としてA = (~a1 · · ·~an) , B =

⇣
~b1 · · ·~bn

⌘
と ~x 2 Knに対して

(A+B) ~x = A~x+B~x U8XR3V

を示します．実際

(A+B)~x =
⇣
~a1 +~b1 · · · ~an +~bn

⌘
~x

= x1(~a1 +~b1) + · · ·+ xn(~an +~bn)

= x1~a1 + · · ·+ xn~an + x1
~b1 + · · ·+ xn

~bn = A~x+B~x

と示すことができます．また U8XRyVで以下の最初の等号を示しましたが ~x 2 Kn と ↵ 2 Kに対
して

A(↵~x) = ↵ (A~x) = (↵A)~x U8XRNV

が成⽴することも定理 8X9の UjVの証明で使います．実際，2番⽬の等号は ~x = t(x1 · · · xn)と
して

(↵A) ~x =
⇣
↵~a1 · · · ↵~an

⌘
~x

= x1↵~a1 + · · ·+ xn↵~an = ↵(x1~a1 + · · ·+ xn~an) = ↵(A~x)

と示すことができます．

S`QQ7X （定理 8X9の証明）URV 両辺の k列を⽐較します．

(A+B)~xk = A~xk +B~xk

から分かります（U8XR3V参照）．
UkV 両辺の k列を⽐較します．

A (~xk + ~yk) = A~xk +A~yk

から分かります（U8XRyV参照）．

✓

✓
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✓
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Rjy 第 8章 行列の演算について

UjV 各辺の k列を⽐較しますが U8XRNVは

A(↵~xk) = (↵A)~xk = ↵(A~xk)

を導きます．
U9V U8XRdVを⽤いると ~q 2 Knに対して

A (X~q) = (AX) ~q

が成⽴します．Qの t列を ~qtとすると

A (X~qt) = (AX) ~qt

ですが，これは示すべき式の t列が等しいことを意味します．これを⽤いると

A(XQ) = A(X~q1 · · · X~qg) = (A(X~q1) · · · A(X~qg))

= ((AX)~q1 · · · (AX)~qg) = (AX)(~q1 · · · ~qg) = (AX)Q

と行列の積の結合法則が証明されます．

この定理 8X9U9Vにある行列の積の結合法則の意義ですが，これがあるからm⇥n行列Aと n⇥ `

行列B，`⇥ p行列 C の 3つの行列を掛けるとき

(AB)C = A(BC)

となるので，掛ける順序に結果がよらないことが分かります．これがあるので，この積をABCと
記述してもよいことが分かります．

A ( ー
ー ので . . . J = C . .. A と のが ) - )

11
の A ( -_- で 一 - ) 二 ( -_- は A)が 一 - )
の AX い

= ( 一 - a (An - )

8 8 and .

A im × n
, X: nxl 、 ←

Q で も
、
- E - Tipexg.AEXQ) = A ( -.-No . . .Deg = ( 一 - A (XE) - - )

= ( 一 - CADE - - )

( 二(AX)にも、_
- )

nnp__ABimx@fP.S
> ABC と書い て も

が いか ない
~0le.cyp.gg

大丈夫 .
BC : x P

へ) A (13 C) m× p .

Part 1 ✓


