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直交射影

o を _Mの部分空間とする．o 6= {~y}として，o の正規直交基底を

~TR, · · · ,~T`

が与えられているとする．このとき ~t 2 _Mに対して

S~t :=
X̀

D=R
(~t ,~TD)~TD

とする．このとき R  F  `に対して

(~t � S~t ,~TF) = (~t � (~t ,~TR)~TR � · · ·� (~t ,~T`)~T`,~TF)

= (~t ,~TF)� (~t ,~TF) = y

から ~t � S~t ? o
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直交射影 UkVě一意性

「o の別の正規直交基底を用いても S~t は変わらない．」
実際 ~t⇤,~t# 2 o に対して

~t � ~t⇤ ? o , ~t � ~t# ? o ) ~t⇤ = ~t#

これは
~t⇤ � ~t# = {~t � ~t#}� {~t � ~t⇤} ? o

となるが ~t⇤ � ~t# 2 o でもあるので

k~t⇤ � ~t#kk = (~t⇤ � ~t#,~t⇤ � ~t#) = y

から ~t⇤ = ~t#が従う．
「S~t を ~t の o への直交射影と呼びます．」
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:aの直交化 URV
_Mの部分空間 o に対して基底 ~[R, · · · ,~[` 2 o があるとします．そして o
の部分空間

oD = G(~[R, . . . ,~[D) ⇢ o
を定めます．oD に正規直交基底 ~TR, . . . ,~TD が与えられているとします．こ
のとき

~̀D+R := ~[D+R �
DX

F=R
(~[D+R,~TF)~TF 2 G(~[R, . . . ,~[D ,~[D+R) = oD+R ⇢ o

は
~̀D+R ? oD

となります．さらに ~̀D+R 6= ~yとなります．もし ~̀D+R = ~yならば

~[D+R =
DX

F=R
(~[D+R,~TF)~TF = ⇤R~[R + . . .+ ⇤D~[D

となり ~[R, . . . ,~[D ,~[D+Rが線型独立であることに反します．
LQ#mvmFB hPa1 :a の直交化と直交補空間 9 f 3

dim V= l

v. = RT < c . . . c Ve = V

There
」

など とすると
まみ =

Py They

-



i) e が
、
かだ もの が 方 は 射影 で

。〇
→

な 器 が〇点で晶-
T.ci#※、

。

この 一 ・兜
tmzhlee



が 1+8 てがっ
た。が駉 ※[ .で 選ばい くー 。で

→ (T.T) = 。

いで ど )

( いない = いが に 1
.

いかが の 正規 直交 きた 。



かが LI → が 女 が t.EE し くが
、8 )

LCP
,8 ) の正規直交基底

)
= f と する と

いい噞を築き※癮瀛無がgifiiiifi2
が こくらが いいか なにとり → が 、 t いかで )
11

→

~

Pv
、

「



:aの直交化 UkV

ここで

~TD+R :=
R

k~̀D+Rk
~̀D+R

と定めると

~TR, . . . ,~TD ,~TD+Rは oD+Rの正規直交基底となります
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正規直交基底の存在と延長

定理 R
_Mの部分空間 o ( 6= {~y}) に対して正規直交基底が存在します．

定理 k
o ⇢ q を満たす _Mの部分空間 o ,q が与えられているとします．
~TR, . . . ,~T`が o の正規直交基底であるとき，q の正規直交基底
~TR, . . . ,~T`, . . . ,~TKが存在します．
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直交補空間 URV
_の部分空間 o に対して

o? := {~r ; (~r ,~p) = y (~p 2 o )}

は部分空間となります（kyRNGRdRkfyd- 確認問題 oAA）．これを o の直交
補空間と呼びます．
~t 2 _Mに対して ~t の o への直交射影を ~p とすると

~t � ~p ? o BX2X ~t � ~p 2 o?

となります．~r := ~t � ~p と定めると

~t = ~p + ~r , ~p 2 o , ~r 2 o?

から
_M = o + o?

であることが分かります．この和は直和となります．
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直交補空間 UkV

実際
~p + ~r = ~y, ~p 2 o , ~r 2 o?

とすると
k~pkk = (~p ,~p) = (~p ,�~r) = �(~p , ~r) = y

から ~p = ~y-さらに ~r = �~p = ~yであることが分かります．以上で

_M = o � o?

であることが分かります．特に

dimo + dimo? = M

が成立します．
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