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定義

~x =

✓ xR
XXX

xM

◆
, ~r =

✓ rR
XXX

rM

◆
2 *M

に対してエルミート内積とノルムを
(~x, ~r) = xRr̄R + . . .+ xMr̄M

k~xkk = (~x,~x) = |xR|k + . . .+ |xM|k

によって定義します．
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性質

内積の性質
(~m + ~p ,~x) = (~m, ~r) + (~p , ~r)

(~m,~p + ~r) = (~m,~p) + (~m, ~r)

(�~m,~p) = �(~m,~p)- (~m,�~p) = �̄(~m,~p)
(~p ,~m) = (~m,~p)

ノルムの性質
k~xk � y- k~xk = y , ~x = ~y
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随伴行列

l 2 JK,M(*)とします．l =

✓ mR
XXX

mK

◆
= (~mR · · · ~mM)のとき

l⇤ :=
�i m̄R · · · i m̄K

�
= (m⇤

R · · · m⇤
K) =

 
(~mR)⇤

XXX
(~mM)⇤

!

を l の随伴行列 U�/DQBMiVと呼びます．◆ ⇣
定理 ~x 2 *M, ~r 2 *Kに対して

(l~x, ~r) = (~x,l⇤~r)✓ ⌘
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エルミート行列
M次正方行列 h 2 JM(*)が

h ⇤ = h
を満たすとき，h をエルミート行列と呼びます．◆ ⇣
定理 h 2 JM(*)がエルミートであるとします．このとき

�h (↵) = y ) ↵ 2 _✓ ⌘証明 ある~x 6= ~yに対して
h~x = ↵~x

(h~x,~x) = (~x,h ⇤~x) = (~x,h~x)
において

(h~x,~x) = (↵~x,~x) = ↵k~xkk, (~x,h~x) = (~x,↵~x) = ↵̄k~xkk

から ↵ = ↵̄
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T = ( Toj ) で 二 T も T = Tji
小
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実対称行列の固有値はすべて実数

◆ ⇣
定理 実正方行列 � 2 JM(_)が対称とします：i� = �．このとき

��(↵) = y ) ↵ 2 _✓ ⌘証明 �̄ = �なので
�⇤ = i� = �

から �はエルミートであることが分かります．
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lMBi�`v行列 URV

l 2 JM(*)が lMBi�`vであるとは
l⇤l = ll⇤ = AM URV

が成立するときである．l⇤l = AMとすると
R = det(l⇤l) = det(l⇤) det(l) = det(l̄) det(l)

= ¯det(l) = |det(l)|k

から
|det(l)| = R

特に l は正則であることが分かります．これから
(R) , (R)0 l⇤l = AM
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lMBi�`v行列 UkV

l = (~mR · · · ~mM)に対して
l⇤l =

 
~m⇤

R
XXX
~m⇤

M

!
(~mR · · · ~mM)

=

0

B@
~m⇤

R~mR ~m⇤
R~mk · · ·

~mk ⇤+~mR ~m⇤
k~mk · · ·

XXX XXX X X X

1

CA

従って
l⇤l = AM , (~mB ,~mD) =

(
R (B = D)
y (B 6= D)

から
(R) , ~mR, . . . ,~mMは正規直交系
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lMBi�`v行列 UjV

(l~x,l~r) = (l⇤l~x, ~r)

が任意の~x, ~r 2 *Mに対して成立することから
(R) , (l~x,l~r) = (~x, ~r) (~x, ~r 2 *M)
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