
行列の積と行列式

◆ ⇣
UoAV 行列の積と行列式　行列の積と行列式は交換します．すなわち，M次正方行列 �," 2 JM(E)に対して

det(�") = det(�) det(")✓ ⌘次のスライドにある行列式の普遍性から証明されます．
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行列式の普遍性 URV
◆ ⇣
定理（行列式の普遍性）EMの M個の直積から実数の値を取る写像

6 : EM ⇥ · · ·⇥ EM �! E

が次の性質 UBVと UBBVを満たすとします．
UBV（多重線型性）

6 (· · · ,�~t + µ~v , · · · ) = �6 (· · · ,~t , · · · ) + µ6 (· · · ,~v , · · · )

UBBV（交代性）B 6= D において
6 (· · · ,~�B , · · · ,~�D , · · · ) = �6 (· · · ,~�D , · · · ,~�B , · · · )

このとき 6 (~�R, · · · ,~�M) = det(~�R · · · ~�M) · 6 (~2R, · · · ,~2M)✓ ⌘
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行列式の普遍性 UkV

注意上で 6 の代わりに (EM)⇤の M個の直積上定義された
: : (EM)⇤ ⇥ · · ·⇥ (EM)⇤ ! Eをを考えると，多重線型性と交代性を仮定するならば

:(�R, . . . , �M) = det

✓ �R
XXX

�M

◆
· :(2R, . . . , 2M)

が成立します．
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行列式の普遍性 UjV

UBBVから
6 (· · · ,~�, · · · ,~�, · · · ) = y

M = 9のとき
6 (~�,~#,~+,~/) = 6 (

9X

B=R
�B~2B ,~#,~+,~/) =

9X

B=R
�B6 (~2B ,~#,~+,~/)

=
9X

B=R
�B6 (~2B ,

9X

D=R
#D~2D ,~+,~/) =

X

RB,D9
�B#D6 (~2B ,~2D ,~+,~/)

= · · · =
X

RB,D,F,`9
�B#D+F/`6 (~2B ,~2D ,~2F ,~2`)

最右辺の総和において {B , D, F, `} = {R, k, j, 9}とならない限り 6 (~2B ,~2D ,~2F ,~2`) = y
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行列式の普遍性 U9V

ここで � =
� R k j 9

B D F `

� とすると
6 (~2B ,~2D ,~2F ,~2`) = 6 (~2�(R),~2�(k),~2�(j),~2�(9)) = "(�) · 6 (~2R,~2k,~2j,~29)

従って
6 (~�,~#,~+,~/) =

X

�2a9

��(R)#�(k)+�(j)/�(9)6 (~2�(R),~2�(k),~2�(j),~2�(9))

=
X

�2aM

��(R)#�(k)+�(j)/�(9) · "(�)6 (~2R,~2k,~2j,~29)

= 6 (~2R,~2k,~2j,~29)
X

�2aM

"(�) · ��(R)#�(k)+�(j)/�(9)

= 6 (~2R,~2k,~2j,~29) det(~� ~# ~+ ~/)
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公式 UoAVを示す URV
�, " 2 JM(E)とします．このとき

6 : EM ⇥ · · ·⇥ EM �! E
を定義式

6 (~#R, . . . ,~#M) := det(�~#M · · · �~#M)

によって定めます．このとき
6 (. . . ,�~t + µ~v , . . .) = |· · · �(�~t + µ~v) · · · | = |· · · ��~t + µ�~v · · · |

= �| · · · �~t · · · |+ µ| · · · �~v · · · |
= � · 6 (. . . ,~t , . . .) + µ · 6 (. . . ,~v , . . .)

と普遍性の定理の UBVがPE．また B < D のとき
6 (. . . ,~#B , . . . ,~#D , . . .) =

���· · · �~#B · · · �~#D · · ·
��� = �

���· · · �~#D · · · �~#B · · ·
���

= �6 (. . . ,~#D , . . . ,~#B , . . .)

から普遍性の定理の UBBVもPEX
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公式 UoAVを示す UkV

普遍性の定理を適用して
6 (~#R, . . . ,~#M) = 6 (~2R, · · · ,~2M) · det(~#R · · · ~#M)

となります．さらに
6 (~2R, . . . ,~2M) = det(�~2R . . . �~2M) = det(~�R · · · ~�M)

よって
����~#R · · · �~#M

��� = |~�R · · · ~�M| ·
���~#R · · · ~#M

��� , すなわち |�"| = |�| · |"|
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普遍性の定理の応用 URV

� 2 JM(E)と " 2 JK(E)，* 2 JM,K(E)に対して◆ ⇣
det

✓
� *

PK,M "

◆
= det(�) · det(")

✓ ⌘
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普遍性の定理の応用 UkV

6 : EM ⇥ · · ·⇥ EM �! E

6 (~�R, · · · ,~�M) := det

✓
~�R · · · ~�M *

PK,M "

◆

は普遍性の定理の UBVと UBBVを満たします．よって
det

✓
~�R · · · ~�M *

PK,M "

◆

= det(~�R · · · ~�M) · det
✓

~2R · · · ~2M *
PK,M "

◆

= det(�) · det
✓

AM *
PK,M "

◆
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普遍性の定理の応用 UjV

:(#R, . . . ,#K) =

���������

AM *
y #R
XXX XXX
y #K

���������

と定義すると，行に関する普遍性の定理（注意）が適用できて
:(#R, . . . ,#K) = det(") det

✓
AM *

PK,M AK

◆
= det(")
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普遍性の定理の応用 U9V

特に " 2 JM�R(E)に対して◆ ⇣
det

0

BBB@

R ⇤ · · · ⇤
y
XXX
y

"

1

CCCA
= det(") U9V

✓ ⌘
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普遍性の定理の応用 U8V

以上と同様に � 2 JM(E)と " 2 JK(E)，* 2 JK.M(E)に対して◆ ⇣
det

✓
� PM,K
* "

◆
= det(�) · det(") U8V

✓ ⌘が成立します．このことから " 2 JM�R(E)に対して◆ ⇣
det

0

B@
R y · · · y
⇤
XXX

"

1

CA = det(") UeV

✓ ⌘
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