
第 6講義 06月 08日　演習問題解答

� �
I f はR上の微分可能な関数とします．
(1) F (x, y) := f(x2 + y2)とR2 上の関数を定義します．∇(F )(x, y)を求めましょう．
(2) y 6= 0のとき G(x, y) := f(xy )を定義します．∇(G)(x, y)を求めましょう．� �

解答 (1)

Fx = f ′(x2 + y2) · 2x
Fy = f ′(x2 + y2) · 2y

から

∇(F )(x, y) = 2f ′(x2 + y2) ( xy )

(2)
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x

y
) · 1

y
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)
から

∇(G)(x, y) = f ′(
x

y
)

(
1
y

− x
y2

)
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1

y2
f ′(

x

y
) (

y
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� �
II (1) f(x, y, z) = ex + e2y + e3z とします．∇(f)(0, 0, 0)を求めましょう．</dd>
(2) g(x, y, z) = ex+2y+3z とします．∇(g)(0, 0, 0)を求めましょう．� �

解答 (1)

fx = ex

fy = 2e2y

fz = 3e3z

から
∇(f)(0, 0, 0) =

(
1
2
3

)

(2)

gx = ex+2y+3z

gy = 2ex+2y+3z

gz = 3ex+2y+3z

から
∇(g)(0, 0, 0) =

(
1
2
3

)
� �

III f の P0 における ~v 方向の微分 D~v(f)(P0)を求めましょう．
(1) f(x, y) = x+ 2y − 1 at P0(1, 2) in the direction ~v = ( 11 )

(2) f(x, y) = x2 + 2xy − y3 at P0(1, 1) in the direction ~v = ( 13 )� �
解答 (1)

fx = 1, fy = 2

から
D~v(f)(P0) = 1 · 1 + 1 · 2 = 3

(2)
fx = 2x+ y, fy = x− 3y2

から
fx(1, 1) = 3, fy(1, 1) = −2
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となるので

D~v(f)(P0) = 1 · 3 + 3 · (−2) = −3

� �
IV R2 の開集合 U 上で定義された関数 f(x, y)が与えられているとします．他方 U の中に C2 級の曲線
(x(t), y(t)) が与えられているとします．このとき

F (t) := f(x(t), y(t))

を定義します．このとき

F ′′(t) :=
(
H(f)(x(t), y(t))

(
x′(t)

y′(t)

)
,
(

x′(t)

y′(t)

))
+
(
∇(f)(x(t), y(t)),

(
x′′(t)

y′′(t)

))
が成立することを示しましょう．� �

解答
F ′(t) = fx((x(t), y(t)) · x′(t) + fy((x(t), y(t)) · y′(t)

をもう一度 tで微分すると

F ′′(t) = (fxx((x(t), y(t)) · x′(t) + fxy((x(t), y(t)) · y′(t)) · x′(t) + fx((x(t), y(t)) · x′′(t)

+ (fyx((x(t), y(t)) · x′(t) + fyy((x(t), y(t)) · y′(t)) · y′(t) + fy((x(t), y(t)) · y′′(t)
= fxx((x(t), y(t)) · (x′(t))2 + 2fxy((x(t), y(t)) · x′(t)y′(t) + fyy((x(t), y(t)) · (y′(t))2

+ fx((x(t), y(t)) · x′′(t) + fy((x(t), y(t)) · y′′(t)

=
((

fxx((x(t),y(t)) fxy((x(t),y(t))
fyx((x(t),y(t)) fyy((x(t),y(t))

)(
x′(t)

y′(t)

)
,
(

x′(t)

y′(t)

))
+
((

fx((x(t),y(t))
fy((x(t),y(t))

)
,
(

x′′(t)

y′′(t)

))
=
(
H(f)(x(t), y(t))

(
x′(t)

y′(t)

)
,
(

x′(t)

y′(t)

))
+
(
∇(f)(x(t), y(t)),

(
x′′(t)

y′′(t)

))
� �

V 第 1象限
R2

++ = {(x, y) ∈ R2; x, y > 0}

の上で定義されている関数は

f(tx, ty) = tλf(x, y) (t > 0, (x, y) ∈ R2
++)

が成立するとき λ斉次であるといいます．
(1) この状況で，さらに f がR2

++ で C1 級ならば

xfx(x, y) + yfy(x, y) = λf(x, y) ((x, y) ∈ R2
++) (EQ)

が成立することを示しましょう．
(2) 逆にR2 上で C1 級の f が (EQ)を満たすならば f は λ次斉次であることを示しましょう．� �

解答 (1)
f(tx, ty) = tλf(x, y) (t > 0, (x, y) ∈ R2

++)
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の両辺を tで微分すると

fx(tx, ty) · x+ fy(tx, ty) · y = λtλ−1f(x, y) (t > 0, (x, y) ∈ R2
++)

となります．これに t = 1を代入すると

xfx(x, y) + yfy(x, y) = λf(x, y) ((x, y) ∈ R2
++) (EQ)

となります．
(2) (

t−λf(tx, ty)
)′

= −λt−λ−1f(tx, ty) + t−λ · (fx(tx, ty)x+ fy(tx, ty)y)

= −λt−λ−1f(tx, ty) + t−λ
(
t−1λf(tx, ty)

)
≡ 0

から tに関して t−λf(tx, ty)は一定となります．従って

t−λf(tx, ty) = f(x, y) すなわち f ′tx, ty) = tλf(x, y)

であることが分かります．
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