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極大・極小の十分条件(1変数の場合）

Q C__ 6（ ）
占 ヒ

ヒ
今
日 RがcE]a,b{

f'(c)=0

（ 、）f: ]a,b[ らIはノト、、

P
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さ
すf(c)が極小値であるあ
c)

骨ヨ6＞0が存在して
０
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８
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０
日
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Ｉ
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t=> f(t)≧f(c)c-6<t<c+6
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定理の逆は成立するか？

定理の逆は成立しません．
反例f(t)=t3とするとf'(t)=3t2なのでf'(0)=(
留点である．任意の6＞0に対して

-6<t<0=>f(t)<0=f(0)

0 からt=0はfの停

であるので
-6<t<6=>f(t)三f(0)=0

を満たす箙数6＞0は存在しません．従ってfはt=0で極小ではありま
せん．
他方，任意の6＞0に対して

0<t<6=>f(0)
であるので

-6<t<6=>f('
を満たす正数6＞0は存在しません． 杭
せん．

f(t

0<f(t)二二＝

～

)≦f(0)=0
従ってfはt=0で極大ではありま
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極大・極小の十分条件

母)‐

才1子加16Cで叫制籾;FTNE

Ca

定理 一一一一一一一
f:1a,bI->Rが]a,blの各点で微分可能, f′も]a,b[の各点で微分可能とし

ます≧らに『ⅧがMの各点で灘としまツーのとき＝晨剛において

":f!<''f'(c)=0, f"(c)>0
ならばfはt==Cで極小(resp極大）

P

この定理も最終的に は証明します．
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極大点・極小点であることの必要条件（復習）
U-

xf。

R2の開集合U上の関数
f: 〃－>R

が(ﾉの各点PEUでx,yについて偏微分できると仮定します．
Theorem

fがPo(a,b)EUで極小（極大）ならば
’

&(a,b)="(a,b)=0 (1)

が成立します．
P

この状況で(1)を満たす点Po(a,b)をfの停留点と呼びます．
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極大。極小の十分条件 制
霧 蕊

U

‘ I＞－つ

定理
R2の開集合〃上のC2級関数f:Rzの開集合〃上のCz級関数f: (/-;Rに対してPo(a,b)E(ﾉが停留点
であるとします・は…1A了乳式

．.｜書マン 堤(Po)=G(PO)=0

(') >0, fcx(Po)>0(『卸4(Po)<0)
であるならばPoでfは極小(resp極大） となります．
(2) <'ならば｢は'はPOで'は極小でも極大でも〃
りません．

P

今後当分の間この定理の証明をしながらいろんなことを学びます．
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例一停留点であることは極大・極小の十分条件ではない

2,f";=o丁誕毒
ナ；〕し二C l 寸淌二－2

f(x,y)=x2_y2
r |";|-|:2(！ ’ ’す『，しず13

芸
八
ｂ

一
一

を考えましょう．

&(x,y)=2x=0, 5(x,y)=-2y=0

からfの停留点は(x,y)=(0,0)です．

f(x,0)=x2, f(0,y)=_y2 1 、

等

から(0,0)でfは極 ないことがか分 ります．
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接平面(TangentPlane)
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面の方程式

点Poを通り月(≠5)に垂直な平面αを考えます． αの任意の点Pに対して

耐＝0→

n･

が成立します. POの座標が(xo,yo,zo), Pの座標が(x,y,

I;) １刈拘恥×
Ｖ
ゾ
ｚ

／
ｊ
Ｉ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
、

軍であるとき→

n=二

であるので，上の条件は座標を用いると

p(x-xO)+9(y-yO)+r(z-zO)=0

「
一
目
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M

）』.

蝉TheEquationofaplane

）と呼びます．万のことを平面の法線ベクトル(normalvector（
･→
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具体例

x+y-2z=2

について考えます．通る点を具体的に求めます．

x切片 （2,0,0） ；=毛=。
y切片 （0,2,0） 藤＝そ二。
z切片 (0,0,-1) x=3二。

興旦;､‘へe顕
(2,0,0)を通ることから

2z

2．0
２
２

+y
＋0

X ﾆニニ

-） 2 二二二

(X-2) +y- 2z =0

すなわち

） ，(丑:〃-’ ）（ －0Z
一
一
一
一
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一
一
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一
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唾Incaser=0

r=0の場合万は× y平面に平行になり，平面αはx－y平面に垂直に
なります．

⑥||x-y平面a_Lx-y平面r=0 今
帆

(1) ド1
、′

，に－3平砥一

ｍ
一
『
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？罰

一
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偏微分（復習）
V=･C- ‘《帆岬）’ Ｐ

。
、
口
、
４
・
ニ
ー
Ｂ
・
１
１

2変数関数

z=f(x,y)

に対してxの関数

F(x) :=f(x,b)

久一うx

↑を考えて, (a,b)におけるxに関する
偏微分係数 ）

&(a,b)=F′(a)

を定義します．
t-D獣面

α’6）
y=b

〃-1／
Qﾉ､’oSS一匁且小‘､‐ 一

一
一
「

一
一
一
一
一司 ､OQG'
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路
11，

卜TangentPlane ＃

関数f(x,y)のグラフ

z=f(X,y) Cxieｨt)
の(a,b,f(a,b))における接平面を求め
ます．そのために

(cI [C,丁(ql6

z=A(x-a)+B(y-b)+f(a,b) (1)

の係数A,Bを求めます． #cci(6)

Fcx-Q>ｬ帆-忽)抑(号-ざ､＝。
’＝-E(x-｡)-¥(,-6)、丁(q!G)

<順ゞ。
罰

一
一
一
『
﹇

一
一
一
一
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『
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鼎

(2)TangentPIane
接平面と切断面y=bとの交わりは，切断面の上ではZ==戸(x)のX==a
における接線となります． さらに(1)にy=bを代入して切断面y=b上
に制限すると

z=Alx-a)+f(a,b) c一一 〔x'い）
となります． これからこの直線の傾きがAであることが分かり， 》＝に

A=F'(a)=f(a,b) t,告箭‘
であることが分かります．同様に

B=5(a,b)
となりますから，結局，接平面は方程式

そ＝下 [エ〉

罪=ﾍ写ﾆｰ今X_
z=&(a,b)(x-a)+"(a,b)(y-b)+f(a,b)

で表されます． 鄙
一
一
一
﹇
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例 M

r 劇－1
(t")二〆t関数

z=f(x,y)=4x:y:
を(×,y)=(a,b)=(104,625)の周りIで考えます．関数fの偏導関数は3 一一

二千葺入-ヤリ‘ヤ 二斗さx¥3+
&(x,y)=3x-:y:, 3(x,y)=x:y-: 2写

止ミー

となりますから,偏微分係数'主端勺 “←,｡4-L （ 2『
すo

/､104,625)=1.5, i,(104,625)=8 .ユ厘一
と計算されます．従って(x,y)=(104,625)における接平面は

ﾆ=ZL5(x-104)+8(y-625)+20×,0" )L!$i@':》
－4. Iox

であることが分かります． ＝2..K1欲
×写
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限界隼産物(MarginalProducts) 再
』

蝿

吐．
里

資本(Capital)の投入量がK,労働(labor)の投入量がLの生産関数

Q=f(K,L)

を考えます． このとき(K,L)=(KO,Lo)の周りでQは接平面を用いて

罎+f(I<b,Lo)
）

穂卑肺亡代用
L

０
Ｏ

Ｌ
Ｌ，

，
姉
姉

ｉ妖
於

一
一
一
一

Ｑ )(K-/<O)

)AK+fL(

&(/<O,Lo)(L-Lo)
,L｡)EZ+f(/<o,Z｡

＋
姉

従って
L

AQ=Q-QO=f(/<,L)-f(KO,LO)L｡
-fi<(KO,Lo)AK+fL(KO,Lo)AL

と近似します（これを1次近似と呼びます)．
|＜･ド I<

鄙
一
一
一
三
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一
一
一
一
一 OQO'■

ー
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ｌ
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限界生産物(MarginaIProduCts)

AL=0すなわちL=LOのとき

AQ=f(/<O+AK,Lo)-f(I<O,Lo)-"<(KO,Lo)ムK
一一一

が成立します． このとき

MPK=F)<(/<O,Lo)

を(K,L)=(KO,Lo)における資本の限界生産物(MarginalProductof
Capital) (MPK)と呼びます．
QI<二○八と壱L <Q=jしOく｡,い）△L

－－－一一

‘号噛、“'雑畜幼
一
一
一
『
｛罰

一
一
一
一
一 ､OQO'里 一

弓
弓
弓
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I、

） 圧限界生産物（MarginalProducts

具体的にCobb-Douglass型の牛産関数

Q=F(K,L)=4K:L:
を(K,L)=(KO,Lo)=(104,625)の周りで考えます．

１
ｌ
４ｊ

Ｌ
３
’
４

１
’
４
ｊ
Ｌ

ｌ
３
’
４

肌
咋

１
’
４
３
－
４

Ｌ
Ｌ

１
ｌ
４
３
’
４

Ｋ
Ｋ

３
ｌ
４
１
ｌ
４

４
４

１
ｊ

Ｌ
Ｌ

Ｋ
Ｋｉ

尿
月

と偏導関数を計算します．
／ 、

(toJ)'=QItα-’
、 ノ
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… g⑤ 一画品＝ 矼睾ヨ ーー

、

限界生産物(MarginalProducts)

このとき(KO,Lo)における資本の限界生産物(MPK)と労働の限界生産物
(MarginalProductofLabor) (MPL)は （陰｡,L｡) == (!｡；6zF)L｡)ノ

Ⅱ

§､t
５１一

一
羽

洲
一
ｍ
〃
一
夢

の
の
Ｌ
Ｌ

姉
姉
刷
刷

Ｋ
凡
岬
Ｍ

となります． さらにQ=戸(104+100,625)=20,149.813. . .の値の近
似を

F(104+100,625)-F(104,625)+F)<(104,625).100
＝20ｼ000＋1．5×100＝20，150

と計算します．
旬

一
一
一
二
一

一
一
一
一
一 ､OQO'ロ Eー■ 且
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曲線の接線

曲線Cが2変数関数gを用いて ｿ〉＝ ◎

g(x,y)=0

と与えられているとします．例えば単位円は

x2+y2_1g(x,y) 二二＝ ﾆニニ

と表されます. C上の点］
における接線を求めます．
’'し＝2正，33二21
Zc、（うし一。､) -T2心均一も)=-o

C上の点Po(a,b)が与えられているときに， cのPO(a,b)
Q21-ex=)

(';Z、 、 =二。）(､）1－e

○
迄

一
一ｊ

一
三

Ｇ一
１

３
二

謎
眩
三

十
酷

心
二
一
雪
一
一

一
；

〆
ｅ
氷
呑
包α

－
１
、
ゴ
ロ

〕
､O

Qx-tc,j=-(
一

－ 一一一一一一一一一一一一一

QO'
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皿

曲線の接線－3次元的には

曲面
z=g(x,y)

の接平面を(a,b,Q)で考えると一

z=g､a,b)･ (x-a)+gy(a,b) ･(y-b)
ノ 十。 （2）⑨となります．

Ex, ､j)=o

、 〔〆,3，具）
一

接平面とx－y平面の交わりはx－y座標では

g)<(a,b) ･ (x-a)+gy(a,b)(y-b)=0
となります． これは接線の方程式となります．

鄙
一
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「
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一
一
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悪 ロー潭申型 … 冠

狸受墨巧苧逵早1 全 ｜寺
削

犯 叫

＃
11

9GradientVector

方程式(2)は内積を用いて

:） ）(ダニ: －，
／

9(釘 一

と表されます．
干輸！

これからベクトル y,Qblc、

▽(9)M!(重刷
が接線に垂直であることが分かります.v(9)(a,b)をgの(a,b)における
勾配ベクトル(gradientvector) と呼びます．

罰
一
一
一
一
﹇

一
一
一
一
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．
毒
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噸

GradientVector-その向きは？ 噸

▽(")(PO)

勾配ベクトルはgが大きくなる方向に向いて､
最もきつい方向です．

ます． 登っていくときに、

鄙
コ
ー
『
ヨ
〔

一
一
一
一
｛

一
一
一
一
一 ､OQO'ロ
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&

例 出

y) :=x2+y2_1=0について考えます．単位円g(x, gの偏導関数は

g)<=2x,ノ gy=2j/

ですから， したがって単位円上の点(a,b)の接線は

2a(>< a)+2b(y-b)=0

となります．

罰
己
一
国
｛

一
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一

一
一
一
一
一 ､OQO'I■
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詔
陰関数の微分

曲線cが(a,b)の近くでy=<P(x)と表されていて，

す誰 ‘AI-y=-
○

となりますから，接線の傾きを考えて

P'(a)=-牢竺了、ーノ

gy(a,b)7407b]gya，b §）≠0力成'7宮

〕ニー

g),(a,b)
であることが分かります．例えば曲線（単位円)gl
をb>0を満たす(a,b)で考えると，曲線は直接白

y=IP(x)=I/'-x2
と表されますが，

”’(‘)=-差=-：＄’し二”‘
9,8＝23

が成立することが分かります．

g(

ロ

x2+y2_1=0x,y) 二二二

6）
． 2%z =(-xj-

し

3二に毒

卸
一
一
一
コ
﹇

一
一
一
一
一 OQG'

一
一
〔
一
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限界代替率(MarginaIRateofSubstitution(MRS))

消費者が商品A,Bをそれぞれx,y
で与えられるとします．

ときの効用が効用関数"(><,y)

このとき

u(x,y)="(a,b)
を(a,b)を通る無差別曲線(IndifferenceCurve)
(a,b)における限界代替率(MarginaIRateofSu

MRS=ux!a'.｣
Ijy(a,b).

き

（入弘cci!6)
●

ー

"3(c''t-)

と定義します. Aの購入量をaから微小量△xだけ効用一定の下で（無差
別曲線に沿って）増加させると,MRS×△xだけBを減少させることに
なります．

4 ﾏ司
一
【琴！
＝可

一
一
一
司
一鄙

一
一
一
一
一 ､OQO'
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NobuyukiTOSE

MSF2019,April30, 2019 (平成最後の講義）
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|
’

|
’

|
’

× Ⅲ 司 れ ） Ⅱ 扉 協 じ

（ ” ） ｜ 卦 Ⅲ （ 》 評 ） ７ Ｊ 到 十 《

←
や 両 側

＞
く
き
＞
く

一
一
へ
岸
&

一
一
へ

シ
ン

Q｣
↓
℃
b

F酉
十
斗
ヰ

ー
一
一
℃
S
S

P
～
一
一

ll
cー
↓

～‐
〆

ll
p
＋
へ

、
〆
一
へ
b

急l
言↓
ヰ

＋
＋
含

言'
昌幸

言↓
’’
言

否
＋
+
S

＞く
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ロ
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ン
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←

ｖ 勺 川
11

P
j

Il
11

（ や 一 斗 『 一 の
りＰ ＋ 《 管 、

の 、 《 の 州 一 再）勺 や
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行列の積の基本性質(2) i咽

><域鋪1"'1

線型性(2)

x(入湖呵)=入(xD)+"(x3) ワ

LHs=x(入戸)+x(")
＝入(x戸)+"(x9)

×（SF、､竜)=sは爺、ャt(TI)

鄙
壼
一
﹇
『
﹇

一
一
一
『
一

一
一
一
一
一 ､OQO'ロ
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2次正方行列の積 I

(二:;） ( ）→

x=(3b) （戸可）Y=ラ
二＝＝ 二二二

に対して →

PI茂苛？26
II

’‘ (:い･『処(:↓）XY=X("):=(G)X5) ,
肩 可~、 罠’(軸剤, "1, ）

ご
=＝＝

（鰹土龍い(之） ＝ ）91al+92bl
91a2+92b2ﾌCa十36= (=

ﾌLへ十3e十をQ

（亀 ）＝〈･ぺ8℃、 (是） )(::)1
一
一
－

１１
１

二二二

（ ） "l(:l)ノ１
２

ｐ
ｐ

垣
一
一
「罰

一
一
一

一
一
一
一
一 ､OQO'ロ
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柵

結合法則 昌

瑚

結合法則(,， 蝋］ 《
2次箙方行列x=(3b),Y=(戸可),8=(g)に対して

-x(Y==(g)FB-ご
鳥胴亀』祁:側'

><､｢す
P

と;zLz_FI,

Ｌ
Ｒ
．ｅ

《
○
ｋ
Ｕ

Ｘ
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Ｄ
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ｌ
Ｘｉ

ｊ↓９
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↓
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ｐ
Ｘ

ｑ
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Ｘ
Ｘ
〃
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ケ
■
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Ｈ
も
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Xr
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一
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三
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一
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陸

結合法則

×≦ (魂、 ＝(蝋）
《(= (（)＝(闘）とすると

21通§'(辛（I I J功
一
一

／
〃
１
１
、
、
Ⅲ
ｌ
〃
ノ

訂
Ⅱ
川
剖
↓
，
べ
”
〕

貝
↓
Ｃ
法
Ｉ

今
口
一
一

結
Ｚ 、

、

(識 ） ~〉×rFL柔正調刊I
(XY)Z=X(YZ)

P

(XY)(旨ﾖ)=((XY)6(XY)3)
(X()QX(Y3))=X(YEY3)
X(YZ) Yで,泡elizL

L〃S 二二二

=二二

二二＝

罰
菫
一
一
一
一

一
一
一
壱
一

一
一
一
一
『 ､OQO'ロ
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連立1次方程式と行列式
砥

連立1次方程式

妻剛＝： （骨 （ ）bd (；)=のａ
Ｃ (＃）

’ ’a b
c d

を考える. D ad-bc≠0のとき三＝＝ 三＝＝

’１
｜
Ｄ

Ｘ
１
｜
，

ｂ
ｄ

Ｏ
Ｏ

０
０

ａ
Ｃ0’ y 0二二二 ＝＝＝ ＝＝＝

よって 融（，齢)'廷自｡§ 罫)こ§ し､延可、 I

〆 、

’ （(#)＝》＝（） のad-bc≠0=>
a b
c d

， 三二二 二二二

、 ノ
鄙

一
一
一
一
一

一
一
一
一
一 ､OQ(､'ロ 蔬g荊

宮,
F＝
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連立1次方程式と行列式(2)

、､
逆の対偶

㈹今（や=い)== p=o
eば

3(1)eIRz

ｊ
（
ｑ

Ｑ
フ

ハ

コ
ｐ
ｌ

Ｐｆ
ミ

フ

〆 、
*e1'0'¥WiF岳

（ｮ(；）D=
a b
c d －－－一
=ad-bc=0=> ）≠6が(＃)を満たす

ノ、
これを示すために

(: :)(ず1 →

0．
ノ

→

0二二二 ﾆーー

一

Qd-6<_=o
久と､ －－一 QA-6Q=-o

い 4‘“4－ec=･M

1""=(:､(-:､-‘)-に）
に注意する．

鄙
一
一
一
壱
百

一
一
一
一
一 ､OQO'ロ ＝
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仏

引酪

樫

連立1次方程式と行列式(3)

(i)a≠0ORb≠0のとき

(: : ） (ﾉ）

(ﾕ）

→

0
→

≠0AND二二二

(ii)c≠0ORd≠0のとき

(乳)‘
ANDNQ工_(jj)<二>a=b

rlJM
b

→

≠0AND

(iii) ugTQ =c= d=0
Q=OD、＞

5(( の
罰

一
一
一
二
﹇

一
一
一
一
一 ､OQ(､′ロ 「

『
一

〒
一
・
Ｆ
島
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連立1次方程式と行列式(4)

定理

D-|: :|≠' ｡ ((: :)(;)-'→(#)-O
P

a(TI)elr(ﾐ→

I
に貧I へ

'､-テ31配
→

(1)キ．け，
（調)(1)

二○

ｐ

『
一

伺い&m$

卸
一
一
一
「
﹇

二 一
一
一
一
一 ､oQO'□
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2次正方行列の逆行列・回転行列・直交射影

NobuyukiTOSE

二足|□

経済数学,May07, 2019
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三
一
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期丘忌2次正方行列の積

q蔓』 術(曲J3､I(b;)

B■ )（:;）(:芸(聖） （ ） ）bl2
b22

１
１

⑰
釦
鞭（司主）A

定圧洲語！2二 ｜
に対して

二二二 ﾆニニ
う

a22

"例(1)＝…6卜

＋
＋

１
１

泊
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↓
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↓
ｂ
ｌ
２

１
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ａ
ａ

↓
仙
八
似
い
Ｗ
、
／
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１
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＋

ｊ
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、
１
１
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ノ

↓
ａ
２
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１
１
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×
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ｌ
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Ｉ
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地

に
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↓
め
い
に
Ⅶ
２
Ａ

１↓へ
『
〕
弓
Ｉ
ユ

ー

Ｘ

ﾌ（1
ﾌ(‘し（Aヌー ）(QM q{L)

／／

)三(:二）沌
地

２
２

１
２

ａ
ａ

二二二
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一
一
一
い２ (歪 ）､

I

）
→
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旬
一
一
一
一
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一
一
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目
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一
一
一
一
一 ､OQO'■
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鉗鵬

1N,
行列の積の基本性質

線型性

x(戸+5)=x戸+x5, x(入戸)=入(x戸）
ワ

x(昆報)=(p,+9,)3+(p2+92)5
(p,3+p2b)+(9,3+q2b)=X戸+X'

x(")=(Ap,)3+(Ap2)5
入(p,3)+Mp2b)
入(p'3+p2b)=MX戸）

L〃S 二二二

ﾆニニ

L〃S ニニニ

二二二

二二二

罰
一
一
一
つ
一

一
一
一
一
一 ､OQO'■ 一

一
一
壱
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『｜

W

哩 池

刑

醐|卿"Mi"
陸

W 珊 醐綱

f痔

望由 鎧 呂士 ＝

蝦
:i

ヤト

U|,行列の積の基本性質(2)

線型性(2)

x("+/ﾙﾜ)=入(x戸)+"(x')
P

x(")+x(")
Mx戸)+"(x5)

L〃S
二二二

鄙
一
一
一
一
一

一
一
一
一
一 ､")QO'
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I
、P

Ⅲ11 肱結合法則 覇

結合法則(1)
2次箙方行列x=(3b),Y=(戸可),8=(S)

X(Y5)=(XY)5

に対して

P

ｊ↓９ＸｉＱ＋ｊ↓ｐ似↓
Ｃ

ｌ
ｌ
ノ

Ｃ
Ｙ

ｌ
ｌ
Ｘ

ｊ↓９
一
一

の
↓
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＋
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↓
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ｉ
Ｘ
ＸＳ〃Ｌ

罰
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一
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一
一
一
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結合法則

刀
一
一

〃
〃
１
１
１
、
１
１
Ｊ
ノ

柵
Ⅱ
叩
剖
↓
，
（
亜
〕

日
風
↓
Ｃ

法
／
Ｉ

谷
口
一
一

結
Ｚ

上

( とすると

(XY)Z=X(YZ)

｜

P

(XY)(どﾖ)､(XY)5(XY)3)
(X(YE)X(Y3))=X(YEYa)
X(YZ)

L〃S 二二二

二二二

二二二

型
一
一
一

一
一
一旬

一
一
一
一
一 ､OQO'ロ
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単位行列(1)
62=(::）

標準単位べ外ル ヨー(;)､ 壁-(91 "重僑｡$
を用いて単位行列 と=(司壷） ＝い） （:｣&,證皇）

|:MXql2が定義できます． 2列の行列A=(司主)に対して 一
一

１
１

１
０
０
１

／
１
１
、
／
Ｊ
１
、

１
ｊ

↓
地
↓
釦

１
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↓
ａ
↓
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句
↓
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Ａ
Ａ
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→

ﾆニニ

(宙,師(1）
一 ｰ

=Xot卜十をCt,l0･3,+1･32=32
→

三三二

II (2A2も‘| 匂《詞11 2毛嘩信j1I ）従って
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五
一
局
﹇
一

一
一
一
一
｛罰

一
一
一
一
一 ､OQO'■
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一 五三＝＝逼一

9F

単位行列(2)
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余因子行列

ハ( :)-( :DA-(: :)とする IA, (If)-('i'

（: :)(ユま)(｡d5k｡dgbE)'､■ 〃

Aの余因 旦｡ﾙⅢ
）

o
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〆 、
~ ~

A･A=A･A=|A| ･/2
、 ノ
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一
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コ
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一
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’ ’

I公式の証明(1)
(')は石=(a)J2に対して
〆 、

()IA)5=A(A5)=A(A5) 虐一

=-入0十
→

入〔at 意） §ノ、

をまず示す． を=(鼠) 入い瓦)=C入ﾒ)乱
ニノ』Lいぜ）

(入A)b=(",)I52)b=b,(入司)+b2(入主）
うし

『
ｑ
Ｌ６１入

、
、
ノ

ー
．
』

下
ｅ
ｅ
、
ｊ

珈
心
い
急入

ｌ色
辿
ｊ
ｆ

入
へ
鬼
Ａ

、

「
Ｑｒ
』
二

一
一

、
１
１
１
ノ
ノ
シ

↓
肋
「
ａ７

／
〃
ｊ
ｌ
ｌ
ｌ
１
、
』

つ
ぃ

入

入

一
一
ｆ

従って

((入A)石､ (AA)Bb)-(A(A5,)A(人屋))鰈."ゞ■州A(A5M)=A =A(Aaf)=>､(AB)
ロ 鄙 喜 薑 喜 、")QO'

(M)B 二二二

三＝＝
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｜

余因子行列(2)

旧ド

’誰

公式

A,BEM2(R),MLERに対して
』

(M)B=AQB) ＝入(AB)

入("A) ＝(入")A

を用いると

A(六八）( 八>A-"|A|=ad-bc≠0 ならば

注意
(入5，入丞）A=

鄙
一
一
一
「
｛

一
一
一
一
一 ､OQG'

10／22

■
一
Ｊ
ヨ
ー
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’
財

u脚

公式の証明(2) 喝Ｆ１個ｎｍ

し，

入(AB)=MAb,Ab2)=(入(Ab,)入(Ab2))

=(A(八万,)A(人足))=A(jI5M)=A(AB)
(2)を示すには
〆 、

入("石）
→

(入")b三二二

ノ、

を用います． 洲呵(エフ （す

罰
一
一
一
罰
巨

一
一
一
一
一 ､OQO'|■

一
一

2次正方行列の逆行列・回転行列・直交射影NobuyukiTOSE 12／22
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正則行列(1)-定義 謝柵

正則行列

AEM､R)が正則とは
AX=XA=/2

を満たすXEM2(R)が存在するときである．
P

注意（逆行列の一意性）

AX=XA=/2, AY=YA=/2

とすると

X=X/2=X(AY)Ej(XA)Y=/2Y=Y
とX=Yが従う．存在すれば一意的に定まるこの行列をAの逆行列と呼
んでA－’と記します． （(*)において結合則を用いています. ）ー－－－‐

畳
一
一
一
『

一
一
一
一

一
一
一
一
一 ､OQO'鄙■

2次正方行列の逆行列・回転行列・直交射影 13／22
ノNobuyukiTOSE



正則行列(2) u

A. -JrR= T;WA=r 『LいI IA(
IAR o αとえ

理
一
一

定
Ａ (:3)EM2(R)とします. |A|≠0ならばAは正則で

町Ⅱ一向 ず）
P

注

CI

、1
tも）

)Aは正則

) (A(>)-6=､(>)=5)
A(1)=言→係A(1)=纐呈

〔剛'(1)二丁鯵しり)=(;）

1) |A|≠0=>(2)Aは正則

一
一
『
巨
一

一
一
一
一
一卸

「
一
「
一
二 ､oQO'ロ

2次正方行列の逆行列・回転行列・直交射影 14／22NobuyukiTOSE



里 聯

頚正則行列(3)
、〆

(3)=>(1)の対偶
→

0|A|=0今ヨ( )≠6A(') 三＝＝

ノ、

|A|=0のとき

（: :)(ユ (｡d5"｡.且比)(: :)
から

ハ)面. ハ(ず)‘
となる．

‘≠0Vc≠い(ﾕ)≠つ. ‘≠｡v・≠い(ず)≠､
､OQO'
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Ｉ正則行列(4) ロ笛妬

r■

IIIE山

これに当てはまらない場合はa=b=c=d=0,すなわちA=O2とな
る． このときは明らか：

vC)≠6○‘C) →

0二二二

〆 、

(1) |A|≠0くこ>(2)Aは正則

e(3) (A(7)=6､#)=5)
→

、 ノ

一
一
一
↓

一
一
一
一
一鄙 ､OQG'mi l■■■

2次正方行列の逆行列。回転行列・直交射影NobuyukiTOSE 16／22
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