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具体例 URVě固有方程式が重根をもつ場合
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の固有値と固有ベクトルを求めます．
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具体例 UkVě固有方程式
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から �の固有値は � = R, j（重根）であることが分かります．
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具体例 UjVě固有ベクトル
UBV � = Rのとき行列式の計算における行基本変形を用いると
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であることが分かりますから
(#R) , t = kx, v = �x

となります．これから固有ベクトルは
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であることが分かります．
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具体例 UjVě固有ベクトル
UBBV � = jのとき 上の行列式の計算の行基本変形を用いて
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となります．これから固有ベクトルは
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であることが分かります．
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部分空間とその直和 URV

o ,q ⇢ EMが部分空間とします．このとき
o + q := {~p + ~r 2 EM; ~p 2 o , ~r 2 q }

も部分空間となります．部分空間の和 o + q が直和であるとは
~p 2 o , ~r 2 q ,~p + ~r = ~y ) ~p = ~r = ~y

が成立するときで o � q と記します．
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部分空間とその直和 UkV

M次正方行列 � 2 JM(E)- ↵ 2 Eに対して
o (↵) := {~p 2 EM; �~p = ↵~p}

と定めます．
h?2Q`2K
↵,� 2 Eが ↵ 6= � を満たすならば

o (↵)� o (�)

戸瀬　信之 ３次元固有値問題 UkV

1k = R
,
E

.

ness

ftp.tにい A) で =?
= ha(a In- A ) 部分空間 。

○
、断



B :

mxn.hu( 13) = { EE 心 ; 13 で ー?) や と か について閉
と じ ている

。

でも → B で
、 = 13で

、
沼 (部分空間 )

13 ( x で 十mで) 末 XBT ve BE = をGti
糸が恥生 、

=8

へ) a で
、 teで EheCB)

13 の 解 空間、

13 の 木を
、

Gene of B .



部分空間とその直和 UjV

~pR 2 o (↵)- ~pk 2 o (�) が
~pR + ~pk = ~y UkV

を満たすとします．この両辺に (� � �AM)を掛けると
(↵� �)~pR = ~y 従って ~pR = y

となります．これを UkVに代入して ~pk = ~y も従います．
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具体例 U9Vě対角化
ここでさらに

~TR =

0

@
k
�R
R

1

A , ~Tk =

0

@
R
R
y

1

A , ~Tj =

0

@
y
R
R

1

A , S = (~TR ~Tk ~Tj)

と定めます．一般論によって
o (R)� o (j)

が成立しますから，+R~TR + +k~Tk + +j~Tj = ~y とすると
+R~TR = ~y, +k~Tk + +j~Tj = ~y

となります．~TR 6= ~yから +R = yであることが分かります．
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から +k = +j = yが従います．よって S は正則となります．
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具体例 U8Vě対角化
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= (~TR ~Tk ~Tj)

0

@
R y y
y j y
y y j

1

A = S

0

@
R y y
y j y
y y j

1

A

から
S�R�S =

0

@
R y y
y j y
y y j

1

A

と �が対角化されます．
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固有空間 URV

� 2 JM(E)- ↵R, · · · ,↵` 2 E

o (↵B) := {~p 2 EM; �~p = ↵~p}

定理 ↵B 6= ↵D (B 6= D)
~pB 2 o (↵B) (B = R, · · · , `)

~pR + · · ·+ ~p` = ~y
ならば

~pR = · · · = ~p` = ~y
証明は `の帰納法を用いる。
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固有空間 UkV

前ページの定理を ` = jの場合に示します．
h?2Q`2K
� 2 JM(E)- ↵,� � 2 Eが

↵ 6= �, � 6= �, � 6= ↵

を満たすとします．このとき
~pR 2 o (↵), ~pk 2 o (�), ~pj 2 o (�), ~pR + ~pk + ~pj = ~y

ならば ~pR = ~pk = ~pj = ~y が従います．
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固有空間 UjV

~pR + ~pk + ~pj = ~y UjV
の両辺に (� � �AM)を掛けると

(↵� �)~pR + (� � �)~pk = ~y

となります．これから
(↵� �)~pR = (� � �)~pk = ~y

さらに
~pR = ~pk = ~y

となります．これを UjVに代入すると ~pj = ~y も従います．
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部分空間の和と直和
oB ⇢ EMが部分空間とする (B = R, · · · , `)。このとき

oR + · · ·+ o` := {~pR + · · ·+ ~p`; ~pB 2 oB (B = R, · · · , `)}

はEMの部分空間である。
~pB 2 oB(B = R, · · · , `), ~pR + · · ·+ ~p` = ~y ) ~pR = · · · = ~p` = ~y

が成立するとき、oR + · · ·+ o`は直和といい
oR � · · ·� o`

と記す。
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固有空間分解 UyVě準備

� 2 Jj(E)- ↵ 2 E とします．
��(�) = (�� ↵);(�), ;(↵) 6= y

ならば
dimo (↵) = R
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固有空間分解 URV

� 2 Jj(E)に対して、固有値 ↵,�, � 2 E が単純としよう。
↵ 6= �, � 6= �, � 6= ↵

このとき
Ej = o (↵)� o (�)� o (�)
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固有空間分解 UkV

~p 2 Ejに対して
~p = ~pR + ~pk + ~pj

~pR 2 o (↵), ~pk 2 o (�), ~pj 2 o (�)

とすると ~pR,~pk,~pjを ~p で表せるか。
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固有空間分解 UjV

そのアイデア URV 7 (�) 2 E[�]- ~p 2 o (↵) に対して
7 (�)~p = 7 (↵)~p
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そのアイデア UkV
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