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問題

R2の開集合 U 上の関数

f : U → R

が 与 え ら れ て い る と し ま す．

P0(a, b) ∈ U と ~p =

(
α
β

)
6= ~0

に対して

F (t) = f (a + tα, b + tβ)

と定めるとき

F ′(0) = ?
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曲線の接線方向

3次元空間中の曲線

c : (A,B) → R3 t 7→ (x(t), y(t), z(t))

が与えられているとき c 上の点
Q0(x(0), y(0), z(0)) における接ベク
トルは

c ′(0) =

x ′(0)
y ′(0)
z ′(0)
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2曲線が接するとは

3次元空間中の 2曲線

c1 : (A,B) → R3 t 7→ (x1(t), y1(t), z1(t))
c2 : (A,B) → R3 t 7→ (x2(t), y2(t), z2(t))

が与えられていて点 Q0(a, b, c)が共
有されているとします．すなわち

(a, b, c) = (x1(t1), y1(t1), z1(t1)) = (x2(t2), y2(t2), z2(t2))

がある t1, t2 ∈ (A,B)に対して成立しているとします．このとき

c1と c2がQ0で接する⇔ C ′
1(t1) ‖ C ′

2(t2)
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関数 z = f (x , y)のグラフ

関数 z = f (x , y)のグラフとその上の
点 (a, b, f (a, b)) における接平面を考
える．点Q0(a, b, f (a, b))で接する 2
曲線

c1(t) = (a + tα, b + tβ,F (t))

c2(t) = (a + tα, b + tβ, f (a, b) + (αfx(a, b) + βfy (a, b))t)

があります．従って c ′1(0) ‖ c ′2(0) すなわち α
β

F ′(0)

 ‖

 α
β

αfx(a, b) + βfy (a, b)
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関数 z = f (x , y)のグラフ (2)

2個の 3次元ベクトルが平行であることから

F ′(0) = αfx(a, b) + βfy (a, b)

が従う．この右辺を f (x , y)の (x , y) = (a, b)における

~p =

(
α
β

)
方向の方向微分と呼びます．
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まとめ

F (t) := f (a + tα, b + tβ)

に対して Pt(a + tα, b + tβ), ~p =

(
α
β

)
と定めると

F ′(t) = αfx(Pt) + βfy (Pt) =

((
α
β

)
,

(
fx(Pt)
fy (Pt)

))
= (~p,∇(f )(Pt))
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発展（重要な応用）

F ′(t) = αfx(a + tα, b + tβ) + βfx(a + tα, b + tβ)

の両辺を tで微分する．ここで 2階の偏微分

fxx = (fx)x , fxy = (fx)y , fyx = (fy )x , fyy = (fy )y

を定義する．実はYoungの定理によって

fxy = fyx

が成立することに注意しよう．これを用いると

F ′′(t) = α2fxx(Pt) + 2αβfxy (Pt) + β2fyy (Pt)

=

((
fxx(Pt) fxy (Pt)
fyx(Pt) fyy (Pt)

)(
α
β

)
,

(
α
β

))
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