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L2TB2`Ƕb LmK#2`
L2TB2`Ƕb LmK#2`
以下の数列について考えよう．

2R =

✓
R +

R
R

◆R
= k.yyy

2k =

✓
R +

R
k

◆k
= k.k8y

2j =

✓
R +

R
j

◆j
= k.jdy

29 =

✓
R +

R
9

◆9
= k.99R

XXX
2M =

✓
R +

R
M

◆M
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上に有界な単調増加数列の収束

定理

無限数列 �y, �R, �k, . . . は単調増加であるとします：

�y  �R  �k  · · ·  �M  �M+R  . . .

さらに {�M}は上に有界であるとします：正数 J > y が存在して

�M  J (M = y, R, k, j, . . . )

このとき {�M} は収束します．

h?2 T`QQ7 Q7 i?2 i?2Q`2K Bb ?B;?Hv i`�Mb+2M/2Mi�HX q2 �`2 ;QBM; iQ rQ`F
QM i?2 �bbmKTiBQM Q7 BiX
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2Mの収束 URV

✓
R +

R
M

◆M

= R + M*R
R
M + M*k

R
Mk + M*j

R
Mj + · · ·+ M*F

R
MF + · · ·+ R

MM

= R + M · R
M +

M(M � R)
k · R · R

Mk +
M(M � R)(M � k)

j · k · R · R
Mj + . . .

· · ·+ M(M � R)(M � k) · · · (M � F + R)
F(F � R) · · · k · · · R · R

MF + · · ·+ R
MM

= R + R +
R
k! ·

✓
R � R

M

◆
+

R
j! ·

✓
R � R

M

◆✓
R � k

M

◆
+ . . .

· · ·+ R
F! ·

✓
R � R

M

◆✓
R � k

M

◆
· · ·

✓
R � F � k

M

◆✓
R � F � R

M

◆
+ . . .

· · ·+ R
M! ·

✓
R � R

M

◆✓
R � k

M

◆
· · ·

✓
R � M � k

M

◆✓
R � M � R

M

◆
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2Mの収束 UkV

は単調増加 {2M} BX2X
✓

R +
R
M

◆M
<

✓
R +

R
M + R

◆M+R

実際

R
F! ·

✓
R � R

M

◆✓
R � k

M

◆
· · ·

✓
R � F � k

M

◆✓
R � F � R

M

◆

<
R
F! ·

✓
R � R

M + R

◆✓
R � k

M + R

◆
· · ·

✓
R � F � k

M + R

◆✓
R � F � R

M + R

◆
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2Mの収束 UjV
次に {2M} が上に有界であることを⽰します．

2M < R + R +
R
k! +

R
j! + · · ·+ R

M!

さらに
kM�R < M! (M = R, k, j, . . . )

が
R · k · k . . . k < R · k · j . . . M

から従いますから，

2M < R + R +
R
k +

R
kk + · · ·+ R

kM�R

= R +
R � R

kM

R � R
k

= R + k
✓

R � R
kM

◆
< j
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*QMp2`;2M+2 Q7 2M U9VĜ�MQi?2` �TT`Q�+?

h?2 �@: AM2[m�HBiv
6Q` (M + R) TQbBiBp2 MmK#2`b �R, �k, . . . , �M+R > y- r2 ?�p2

(�R�k . . . �M+R)
R

M+R  �R + · · ·+ �M+R
M + R

q2 �TTHv i?2 BM2[m�HBiv iQ i?2 (M + R) MmK#2`b
✓

R +
R
M

◆
, . . . ,

✓
R +

R
M

◆
,

| {z }
M +QTB2b

R
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R+ R
M
�
...
�
R+ R

M
�
·R
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M+R  R
M+R
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R+ R

M
�
+···+

�
R+ R

M
�
+R

 

=
R

M + R(M + k) = R +
R

M + R
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*QMp2`;2M+2 Q7 2M U8VĜ�MQi?2` �TT`Q�+?

h�FBM; i?2 (M + R)i? TQr2` Q7 i?2 #Qi? bB/2- r2 ;2i
✓

R +
R
M

◆M


✓
R +

R
M + R

◆M+R
BX2X 2M  2M+R

�++Q`/BM;Hv {2M} Bb BM+`2�bBM;X
q2 /2}M2 �MQi?2` b2[m2M+2 {7M} #v

7M =

✓
R +

R
M

◆M+R

Ai Bb +H2�` i?�i
2M =

✓
R +

R
M

◆M


✓
R +

R
M

◆M+R
= 7M
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*QMp2`;2M+2 Q7 2M UeVĜ�MQi?2` �TT`Q�+?

q2 K�F2 mb2 Q7 i?2 �: BM2[m�HBiv 7Q`
✓

R � R
M

◆
, . . . ,

✓
R � R

M

◆
,

| {z }
M +QTB2b

R
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��
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M
�
...
�
R� R

M
�
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M+R  R
M+R

��
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M
�
+···+

�
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M
�
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=

M
M + R

h�FBM; i?2 (M + R)i? TQr2` Q7 i?2 #Qi? bB/2- Bi 7QHHQrb i?�i
✓

R � R
M

◆M


✓ M
M + R

◆M+R
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*QMp2`;2M+2 Q7 2M UdVĜ�MQi?2` �TT`Q�+?

JQ`2Qp2` r2 i�F2 i?2 BMp2`b2 Q7 i?2 #Qi? bB/2 iQ ;2i

7M =

✓
R +

R
M

◆M+R
=

✓M + R
M

◆M+R


✓

R � R
M

◆�M
=

✓ M
M � R

◆M

=

✓
R +

R
M � R

◆M�R+R
= 7M�R

�++Q`/BM;Hv

2M  7M  7R =

✓
R +

R
R

◆k
= 9

h?mb {2M} Bb #QmM/2/ 7`QK �#Qp25
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ネピアの数Ĝファイナンス URV

R単位の資金を年利率 ` > yで銀⾏に預金します．
利⼦を 9半期ごとに計算すると R年後に元利合計は

⇣
R +

`
9
⌘9

利⼦を毎月計算すると R年後に元利合計は
⇣

R +
`
Rk

⌘Rk

利⼦を毎⽇計算すると R年後に元利合計は
⇣

R +
`

je8
⌘je8
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ネピアの数Ĝファイナンス UkV

*QKTQmM/BM; Q7 i?2 BMi2`2bi BM ;2M2`�H
利⼦計算を同じ⻑さのK期間で⾏うと元利合計は

⇣
R +

`
K
⌘K

となります．さらに連続的に実⾏すると元利合計は

lim
K!+1

⇣
R +

`
K
⌘K

= 2`
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極限

極限 URV

lim
i!+1

✓
R +

R
i

◆i
= 2 URV

M 5 i 5 M + Rとすると

R +
R

M + R 5 R +
R
i 5 R +

R
M

従って
✓

R +
R

M + R

◆M
5

✓
R +

R
i

◆M
5

✓
R +

R
i

◆i
5

✓
R +

R
M

◆i
5

✓
R +

R
M

◆R+M
,

これから ✓
R +

R
M + R

◆M
5

✓
R +

R
i

◆i
5

✓
R +

R
M

◆R+M
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極限 UkV

さらに

✓
R +

R
M + R

◆M
=

✓
R +

R
M + R

◆M+R
·
✓

R +
R

M + R

◆�R
�! 2 · R = 2

と ✓
R +

R
M

◆M+R
=

✓
R +

R
M

◆M
· (R +

R
M ) �! 2 · R = 2

i ! +1とすると M ! +1 となり
✓

R +
R
i

◆i
! 2 (i ! +1)
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極限 UjV

極限

lim
i!�1

✓
R +

R
i

◆i
= 2 UkV

b を i = �b と定義すると，i �! �1のとき b �! +1となり，
✓

R +
R
i

◆i
=

✓
R � R

b

◆�b
=

✓b � R
b

◆�b
=

✓ b
b � R

◆b

=

✓
R +

R
b � R

◆b�R ✓
R +

R
b � R

◆
! 2 · R

UjV
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極限 U9V

極限

lim
?!y

(R + ?) R
? = 2

ここで ?を ? = R
i と定義する．

? ! +yのとき- i ! +1となり

(R + ?) R
? = (R +

R
i )

i ! 2

? ! �yのとき- i ! �1となり

(R + ?) R
? = (R +

R
i )

i ! 2
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右極限・左極限

� < + < #とします． 関数 7 : (�, #) \ {+} ! _

定理

次の条件は必要⼗分です．
UBV lim

i!+
7 (i)が存在する．

UBBV lim
i!++y

7 (i) と lim
i!+�y

7 (i) が存在して

lim
i!++y

7 (i) = lim
i!+�y

7 (i)

この定理は例えば以下を使うと⽰せる．

lim
i!++y

7 (i) = ↵

,
任意の " > yに対してある � > yが存在して

+ < i < + + � ) ↵� " < 7 (i) < ↵+ "
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極限 U8V

関数 log iの連続性から

極限

lim
?!y

log(R + ?)
? = R U9V

LQ#mvmFB hPa1 ネピアの数 2 R3 f RN



極限 UeV
次に t = log(R + ?)とすると

? = 2t � R

となるが，関数 2t の連続から

t ! y のとき ? ! y

および
t

2t � R =
log(R + ?)

? �! R (t �! y)

を得る．

極限

2t � R
t �! R (t �! y) U8V

LQ#mvmFB hPa1 ネピアの数 2 RN f RN


