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実 k次実対称行列の固有方程式
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戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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k次実対称行列の固有方程式 ULQX kV

定理　 k次実対称行列の固有値は実数である。
注意　 . = yのとき

� = #, + = y 従って � = �Ak

以下 . > yとする。��(�) = yの k解を ↵と �として
↵ 6= �

このとき
↵+ � = � + #, ↵� = �# � +k = det(�)

戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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具体例 URV
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戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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具体例 UkV

� = eのとき
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戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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↵ 6= �のときの固有ベクトル（準備）

定理　 " 2 Jk(_)とする。このとき ~t ,~v 2 _k に対して
("~t ,~v) = (~t , i"~v)

（証明）
("~t ,~v) = (tR~#R + tk~#k,~v) = tR(~#R,~v) + tk(~#k,~v)

= tR
i~#R~v + tk

i~#k~v =
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戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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↵ 6= �のときの固有ベクトル
定理　 �~TR = ↵~TR、�~Tk = �~Tkならば

(~TR,~Tk) = y

（証明）i� = �だから (�~TR,~Tk) = (~TR,�~Tk)

(�~TR,~Tk) = (↵~TR,~Tk) = ↵(~TR,~Tk)

(~TR,�~Tk) = (~TR,�~Tk) = �(~TR,~Tk)

↵(~TR,~Tk) = �(~TR,~Tk) ! (~TR,~Tk) = y

戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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実対称行列は回転行列で対角化可能
　 �~TR = ↵~TR、�~Tk = �~Tk、~TB 6= ~y(B = R, k)とする。

~[R =
R

||~TR||
~TR, ~[k =

R
||~Tk||
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とすると
(~[R,~[k) = y, ||~[R|| = ||~[k|| = R
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戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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実対称行列は回転行列で対角化可能 ULQXkV

　 (~[R ~[k)または (~[R � ~[k)は回転行列である。定理　 k次対称行列 �は回転行列で対角化可能である。すなわち、回転行列 _が存在して
�_ = _

✓
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戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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具体例 UjV

� =
� 8 k

k k
� は回転行列 _ = Rp

8
� R k
�k R

�で
_�R�_ =

� R y
y e
�

と対角化可能であったので，
(� ( t

v ) , (
t
v )) =

�
_�R� ( t

v ) ,_�R ( t
v )
�
=
�
_�R�_ · _�R ( t

v ) ,_�R ( t
v )
�

=
�� R y

y e
� �

⇠
⌘

�
,
�
⇠
⌘

��
= ⇠k + e⌘k

ここで回転座標変換 ( t
v ) = _

�
⇠
⌘

� を用いました．

戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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具体例 U9Vě等高線 THQi
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戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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k次形式の標準形
k次正方行列 � =
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戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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k次形式の標準形 ULQXkV

回転座標変換
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戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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k次形式の正定値性 LQXR

k次形式の正定値性（負定値性）
(�~p ,~p) > y (~p 6= ~y) , ↵,� > y

(�~p ,~p) < y (~p 6= ~y) , ↵,� < y
正定値性について（) ）_ = (~̀R ~̀k)のとき

(�~̀R,~̀R) = (↵~̀R,~̀R) = ↵ · ||~̀R||k = ↵ > y

(�~̀k,~̀k) = (�~̀k,~̀k) = � · ||~̀k||k = � > y

戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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k次形式の正定値性 ULQXkV

正定値性について（( ）
✓

t
v

◆
6= ~y ,

✓
⇠
⌘

◆
6= ~y に注意。

(�~p ,~p) = ↵⇠k + �⌘k � y

さらに
↵⇠k + �⌘k = y ! ↵⇠k = �⌘k = y

! ⇠ = ⌘ = y ! t = v = y

LX"X �," � yのとき
� + " = y , � = " = y

戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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k次形式の正定値性 ULQXjV

正定値性を �の係数で判定する
↵, � > y , � > y, det(�) = �# � +k > y

↵, � < y , � < y, det(�) = �# � +k > y
（注意）� + # = ↵+ �と ↵� = �# � +k

（注意）↵,� > y , ↵+ � > y, ↵� > y
（正定値性）U)V

�# � +k = ↵� > y ! �# > y
� + # = ↵+ � > y ! � + # > y ! �, # > y

戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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k次形式の正定値性 ULQX9V

（正定値性）U(V

�# � +k > y ! �# > y
� > y, �# > y ! # > y

↵+ � = � + # > y
↵� = �# � +k > y

注意　 det(�) = �# � +k < yのとき ↵� < y

戸瀬　信之 実 k 次対称行列の対角化
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