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R変数の場合
定理

開区間 (�,")上の *k級関数 7 : (�,") �! _
前提：7 00(i) > y (i 2 (�,"))

このとき不等式
7 (i) > 7 (�) + 7 0(�)(i � �) (i 6= �)
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証明（その１）
6 (i) := 7 (i)� 7 (�)� 7 0(�)(i � �)とする。
6 0(i) = 7 0(i)� 7 0(�), 6 00(i) = 7 00(i) > y

: 0(i) > y (i 2 (�,"))とすると
� < b < i < " ) :(b) < :(i)

これを用いると � < b < � < i < " ) 6 0(b) < 6 0(�) = y < 6 0(i)

増減表 i �
6 0 � y +
6 & y %

から 6 (i) > y (i 6= �)
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別の証明（h�vHQ` の定理を用いる）

i 6= �とする。h�vHQ` の定理を用いると
7 (i) = 7 (�) + 7 0(�)(i � �) + R

k 7 00(+)(i � �)k

を満たす + が iと �の間に存在する
このとき 7 00(+) > yと (i � �)k > yから

7 (i) > 7 (�) + 7 0(�)(i � �)
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応用（極大・極小の判定）
定理

*k級の関数 7 : (�,") ! _
i = � 2 (�,")において 7 0(�) = y- 7 00(�) > y U`2bTX 7 00(�) < yVとする。
このとき 7 は i = �で極小（`2bTX 極大）

（証明の準備ě連続関数の性質）
: : (�,") ! _が連続とする。また � 2 (�,")において :(�) > yとする。このとき-ある正数 � > yに対して

:(i) > y (i 2 (� � �, � + �))

（証明は後述）
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証明

7 00(i)が連続であるので、ある正数 � > yに対して
7 00(i) > y (� � � < i < � + �)

このとき、定理を区間 (� � �, � + �)において用いると i 6= �を満たす i 2 (� � �, � + �)に対して
7 (i) > 7 (�) + 7 0(�)(i � �) = 7 (�)

戸瀬　信之 UAhPa1 S_PC1*hV 関数の凹凸と２階微分 oyy J�v- kyR3 2K�i? oyR P+i ke- kyky *�H+Lh e f R8

bds-B_i.io
→ t は t= a で木主薬

と
_

※



連続関数の性質ě証明
結論を論理的に書くと

9� > y 8i 2 (� � �, � + �) 7 (i) > y
となりますが，これを否定すると

8� > y 9i 2 (� � �, � + �) 7 (i)  y

特に � = R
M とします．このとき

9iM � � R
M < iM < � +

R
M �L. 7 (iM)  y

はさみうちの定理から iM ! � (M ! +1)となり，7 の連続性から
y  7 (iM) ! 7 (�)  y（矛盾）
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k変数の場合
_kの開集合 l 上の関数 7 : l ! _を考える。
Sy(�, #) 2 l、i(⇠ ⌘) 6= ~yに対して
6 (i) = 7 (� + i⇠, # + i⌘)
（*?�BM _mH2）:(i) = 7 (t(i), v(i))に対して
: 0(i) = 7t(t(i), v(i))t 0(i) + 7v (t(i), v(i))v 0(i)

6 0(i) = 7t(Si) · ⇠ + 7v (Si) · ⌘

6 00(i) = ⇠ (7tt⇠ + 7tv⌘) + ⌘ (7vt⇠ + 7vv⌘)

= 7tt⇠
k + k7tv⇠⌘ + 7vv⌘

k
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>2bb2行列
S 2 l に対して >2bb2行列

>(7 )(S) =

✓
7tt(S) 7tv (S)
7vt(S) 7vv (S)

◆

7 が *kのとき 7tv = 7vt ですから > は対称行列
6 (i) = 7 (� + i⇠, # + i⌘)に対して

6 00(i) =
✓

>(7 )(Si)

✓
⇠
⌘

◆
,

✓
⇠
⌘

◆◆
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k変数の（狭義）凸関数

定理
_kの凸開集合 l 上の *k級関数 7 : l �! _
7tt(S) > y, det (>(7 )(S)) > y (S 2 l)とする。このとき (t , v) 6= (�, #)ならば

7 (t , v) > 7 (�, #) + 7t(�, #)(t � �) + 7v (�, #)(v � #)
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証明の準備

P

（証明の準備）S(t , v)と Sy(�, #)に対して S 6= Syとする。そして
~p =

✓
⇠
⌘

◆
=

✓
t � �
v � #

◆
6= ~y

戸瀬　信之 UAhPa1 S_PC1*hV 関数の凹凸と２階微分 oyy J�v- kyR3 2K�i? oyR P+i ke- kyky *�H+Lh RR f R8

憥、



証明

6 (i) = 7 (� + i⇠, # + i⌘)に h�vHQ`の定理を適用
6 (R)� 6 (y) = 6 0(y) · R + R

k6 00(+) · Rk

を満たす + が yと Rの間に存在する。
7 (t , v)� 7 (�, #) = 7t(�, #)⇠ + 7v (�, #)⌘ + R

k(>(7 )(S+)~p ,~p)
~p 6= ~yですから (>(7 )(S+)~p ,~p) > y
7 (t , v)� 7 (�, #) > 7t(�, #)⇠ + 7v (�, #)⌘
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極大・極小の判定
_kの開集合 l 上の関数 7 : l ! _

（復習）
7 が (�, #) 2 l で極小・極大ならば 7t(�, #) = 7v (�, #) = y

このとき (�, #)を 7 の停留点という。停留点が極大・極小になる十分条件を与える。
定理
(�, #) 2 l が 7t(�, #) = 7v (�, #) = yを満たす。
7tt(�, #) > y- 7tt(�, #)7vv (�, #)� 7tv (�, #)k > y

U>(7 )(�, #)は正定値）
このとき (�, #)で極小となる。
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証明のために必要な連続関数の性質

_kの開集合 l 上の関数 : : l �! _は連続とする
(�, #) 2 l に対して :(�, #) > yとする。
このとき正数 � > yが存在して

:(t , v) > y ((t , v) 2 "�(�, #))
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証明

7tt と 7tt 7vv � 7 k
tv は連続です。

7tt(t , v) > y ((t , v) 2 "�(�, #))
7tt 7vv � 7 k

tv > y ((t , v) 2 "�(�, #))を満たす正数 � > yが存在。
凸性の定理を用いると (t , v) 2 "�(�, #)が (t , v) 6= (�, #)ならば

7 (t , v) > 7 (�, #) + 7t(�, #)(t � �) + 7v (�, #)(v � #)
= 7 (�, #)
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