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2019年 12月 13日演習問題� �
VII V ⊂ Rn は部分空間とします。

(1)
V ⊥ = {~w ∈ Rn; (~v, ~w) = 0 (~v ∈ V )}

がRn の部分空間であることを示しましょう（V の直交補空間と呼びます）．

(2) V1, V2 はRn の部分空間とします。

V1 ⊂ V2

が成立するならば V ⊥
1 ⊃ V ⊥

2 が成立することを示しましょう。

(3) V1, V2 はRn の部分空間とします。

(V1 + V2)
⊥ ⊂ V ⊥

j (j = 1, 2)

を示しましょう。

(4) V1, V2 はRn の部分空間とします。

(V1 + V2)
⊥ = V ⊥

1 ∩ V ⊥
2

であることを示しましょう。� �
解答 (1) ~w1, ~w2 ∈ V ⊥ とします．このとき ~v ∈ V に対して

(1~w1 + c2 ~w2, ~v) = c1 (~w1, ~v) + c2 (~w2, ~v) = c1 · 0 + c2 · 0 = 0

から c1 ~w1 + c2 ~w2 ∈ V ⊥ であることが分かります．従って V ⊥ は線型部分空間であることが示されました．

(2) ~w ∈ V ⊥
2 とします．~v1 ∈ V1 であると ~v1 ∈ V2 となりますから

(~w,~v1) = 0

が従います．よって ~w ∈ V ⊥
2 であることが分かります．

(3) V1, V2 ⊂ V1 + V2 が成立しますから (3)を用いると

(V1 + V2)
⊥ ⊂ V ⊥

1 , (V1 + V2)
⊥ ⊂ V ⊥

2

が分かります．

(4) (2)から
(V1 + V2)

⊥ ⊂ V ⊥
1 ∩ V ⊥

2

が分かります．逆に ~w ∈ V ⊥
1 ∩ V ⊥

2 とします．~v = ~v1 + ~v2 が ~v1 ∈ V1, ~v2 ∈ V2 に対して成立しているとする

と ~w ∈ V ⊥
1 かつ ~w ∈ V ⊥

2 が成立しますから

(~w,~v) = (~w,~v1) + (~w,~v2) = 0

となります．これは V ⊥
1 ∩ V ⊥

2 ⊂ (V1 + V2)
⊥ を意味します．以上で (V1 + V2)

⊥ = V ⊥
1 ∩ V ⊥

2 を示しました．

注意 さらに (3)の両辺の直交補空間を考えると

(V1 ∩ V2)
⊥ = V ⊥

1 + V ⊥
2

が導けます．
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