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制約条件付き極値問題

戸

UをR2の開集合とする. 2関数

f,9:U→R

Lagrangeの未定乗数法（その2)

戸瀬信之
が与えられているとき

問題

9(",z/)=0の下でz=f(",")を極大化（極小化）する ’Decemberl9, 2018

ロ 鄙 鳶 浄
垂

謹 口 毎 酔 琶 薑 、OQG'OQC

1／l6戸瀬信之 | LagraIwge⑱未定肇散法(そ⑭2】 L邑霊罰g巳の未定乗数諾（その2）戸瀬信之 2／16

■■

接線条件

乱

１

識
画 可

復習一定理

接線条件は

▽(f)(a,6)=一入･v(9)(Q,6)

と表せます．▽(f)(Q,b)はfの等高線

f(",")－ノ(Q,6)=0

の(a,b)における法線ベクトルです．

定理

9(cM,6)=0,9"(Q,6)≠0を満たす((M,b)EUにおいて制約条件付き
極値問題が極大値（極小値）をとるとします． このとき次の(L)を満たす
入ERが存在します．

｛
１
１

６
６

７
７

ａ
α

た
ん

入9"(cm,6)

入gy(a,b)
9(a,b)

(1)

(2)

(3)

０
０
０

＋
‐
‐
〒

二＝＝

(L)ニーー

:＝二
f(.I

ここで(1)と(2)を接線条件と呼びます． 2曲線9(",")=0とf(",zﾉ)一f(Q,6)=0は接線を共有しますから，
接していることが分かります．

ロ 罰 鳶
蟄

二

藍

逗 OQO
－

ﾖ／ユ6

ロ 罰 壁 瑳 蔓 つQC′

4／16I Lagmm鋲②未定乗数法(その2〕 ~戸瀬信之 〃 ． . Lagrangeの未定乗数法(その21戸瀬信之



極大・極小の十分条件 解法 (2)

F(-t)=j@c(",8!十'、へ今F『(f>=1-x(>､武!(f》
+"& >8'It)ChainRuleを使うと CIﾍc,',4 (la--R~9(Q,b)=0, 9U(a,b)≠0

を仮定して,陰関数定理を適用する. (a,b)

さ(傭､）の近くで
y=P(")

と曲線9(",I/)=0を表す。

F'(t)=ff(t,P(t))･1+ん(t,P(t)) ･や'(t)
‐一~一~－－~~‐■

=j-(t,ifLT》）F(f)

F''(t)（ （

＝た錘(t,P(t))･1+ノ"y(t,(P(t))･ (P'(t)

+(P'(t)(ん錘(t,P(t))･1+九り(t,や(t))･P'(t))

九(t,P(t)) ･や''(t)十
(Q,b)で極大（極小）ならば

F(t)=f(t,P(t))

とするとF,(α)＝0が従う．一一一

F''(cM)>0 (resp. F''(α）

ならば(Q,6)で極小(resp.極大） となります.
戸瀬信之 | La鰍angeの未定乗数法(その2）

P'(t)+九"(t,P(t)) ･や'(t)2

与

■ｊ

一
風

ｊｔ
ｊ

″
ｌ
け
、

Ｐ
〃

ち
ゃ

／
″
Ｉ
、
、
６

一．

＜

j;Ev="7←
ロ 卸 尋 猛 葛 oQG

9／ｴ面

口 印 蕊 湾 ■
で

ロ
匹
廿 つQG′

Lo／ユ6の2〕

一
心ｉ

■
蝉

■

解法(3)

t==αとするとき恥(q,6)と定めてさらに9(t, (P(t))=0の両辺をtで微分して

9"(t,(P(t))･1+9"(t,(P(t))･ (P'(t)=0
9"(恥）

P'(α)＝－I
gU(恥）

、
9""(t,P(t))+29"g(t,P(t)) ･や'(t)＋9”(t, <P(t)） ．や'(t)2

9y(t,P(t)) ・や''(t)=0 (9錘錘(R)+29""(rb) ･や'(Q)+9"(R)･P'(Q)2)や"(α）

を得ます．
となります．

ロ 卸 註 葛 薯 oQG′ロ 罰
■
壷
二 薯 墓 のQG

I 戸瀬信之 Lagrangeの未定乗数法（その2） Lや画堀乍の未定乗数法〔そのZ］ 哩／16戸瀬信之11／Ⅱ6



■■

解法(5) 解法(6) ‘‘
雌

I＝ ＝

3災_(協う
31(c=)=－ －－-一一一さらに

3グ〔島＞一 ■

F''(α）

="麹"(蹄,入叶2L"y(R,入I(諾仙"(F1,AI(-:
鋤(A,"("…(恥､入卜gy(Fb12-巫"g(恥､入)･g"(R)gg(Fb)：＝＝

+L"(R,入) g鍵(Fb)2)

:F"@e)

'＝‐~諒司7.）
･P'(Q)+ん"(Fb)･P'(a)2

fい】さらに

F''(α)＝た錘(恥)十

鯛
1(9""(Fb)

匹
＋ん(日)）

ﾉ埜睡h)+ 紛)+､>I)崎や'(α)＋九y(恥) ・や'(α)2

+29"9(Fb)･ (P'(q)+gw(R)･P'(a)2

b,入)･ (P'(a)+L"(Fb,入) ･や'(cm)2
q■

ﾆーー

ハー。

==L麺錘(恥,入)+2L""(R,入)･ (P'(a)+L"(Fb,入) ･や'(a)z
●

q■

が成立します． ここで

堅榊.､淫1-t]*"
ﾑｰｰ潟Ⅲ ‘(…)='"･卿叶ﾙ‘",’

ぺす3[P｡〕十ス33Lい＝－としました．
ロ 卸 蕊 浄 薑 のQG

戸瀬信之 蝿垂､畠eの未定垂数垂(そめ2〕 1坪'6

’
0 9"(c',b)

g錘(cm,6) L垂範(Q,6,入）

gy(Q,b) Ly"(a,b,入）
＞

） ｛ ｜ 〈。

gｼ(Q,6)
L""(q,b,入）
L"(q,6,入）

1
二＝＝－

gU(恥)2

＜Ⅷ

P(｡､)>o
戸瀬信之

E今
ロ 鄙 津 勇 。OQ<､．

IJgrar咀皿切朱定棊数法 (その2） 14／16

定理 や"(α）

定理

｛洲土辮' 三
を満たす入ERが存在するとします． さらに

(1)

(2)

(3)

０
０
０

(L)

，卿(:,‘) (,鰄鯉(R)+29"9(n)･P'(Q)+9"(R)や'(q)2)や''(α)＝－

，，(:,6)恩(，鱒躍(…y(R)2_29"y(R).g"(R)99(R)：＝二

+9"(Fb)p"(Fb)2)

9錘(a,6)

L錘錘(q,6,入）

L""(a,6,入）

9沙(a,b)
L"y(q,6,入）
L"(a,6,入）

１
１

６
６

７
９

，
〉
ａ
α

Ｉ
”
Ｕ

９
ｇ

F(os>>oB(q,b,入) :=
11

く～心
9錘(a,b)

9""(q,6)

9""(Q,6)

99(a,b)

g""(q,6)
9"(Q,b)

ｊ
ｊ

ｂ
ｂ

７
７

０
ａ
α

錘
〃

９
９

1に対してB(cm,6,入)<0ならば(Q,b)で極小となります
B((m,6,入)>0ならば(a,6)で極大となります． ここで

、
L(",",入) :=f(",")+入9(",zJ)

I="[c､)<&g

と定めています． ロ 錘

=＝＝

g似(α’6)3

五 ロ 鄙
至

乱
三
二薑 當 也二)Qe oQG'

L~却配の未定乗数法（そ⑩2）戸瀬信之 L■8画同鈩の未定量数法（その21 ｜ （ 戸瀬信之15／16 16／16
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制約条件付き極値問題一ミクロ経済学の例 制約条件付き極値問題一ミクロ経済学の例(2)

(”,y)で極大・極小であるとすると

｜熱’茎至"=IM
を満たす入ERが存在します. (1)×鉛, (2)×yを考えると

、/記す＝2入p"=2入”

であることが分かります． (1)を考えると入≠0であることが分かります
から

p"=qZ/

需層剛魎さらに(3)から

1 1 1

p"=qI/=画従って錘="' "="2p
ロ 毎 重 芦 啓 ・OQG

19． 2I2r

、←蛎掲天

例I,p,q>0とする．予算制約 1←舵坊P

9(",l/)=1-p"-qz/=0 (",">0) （(、r3

の下で効用関数

u(",")=､/面

を最大化する． この問題は第1財，第2財の価格がp79のときに，予算I

をすべて支出して第1財を釦,第2財を〃購入して効用を最大化するとい
う問題である．

９１１℃

公
一
牝
夙

洪
ユ
Ｌ

遍
由
Ｐ
も

り
虚

，、
l 」:1 竃 堂 愛 のQO

5／16| LMran犀の索定粂散法（そ、2）戸瀬信之 戸瀬信之 陣grBng且の未定乗融減（そ②2］ 6ノユロ

■■■■

所得の限界効用制約条件付き極値問題一ミクロ経済学の例(3)

低
匠
胴

I

U(p,9,I)=u("(p,9,1),"(p,9,1))=1 1

"(p'9'1)="' Iﾉ(p'9'1)="
を需要関数と呼びます． さらに(1)からLagrangeの未定乗数が

2､/rW

を間接効用関数と呼びます． このとき

aU 1
；＝＝

となります． これが入(p,9,1)が所得の限界効用と呼ばれる理由です
の等式

幸這
1

2､/FW
こ

と求まります． この状況で入(p,9,I)を所得の限界効用と呼びます． aU

－＝入(p,9,I)
aI

は一般的に成立します。

Ｇ
６１

Ｑ
，
ｆ

ｏ
７

琶

蓉

一
宮
己

宅

エ鄙口 口 毎 動
三

三 oQG′
－

3／咽L麺圃9日の未定乗数法（そ印2）| Lや罰nFの未定乗数法（その2）戸瀬信之 .戸瀬信之
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幽峰 II 〈 ｝魁/&かいい‘，

／ 、

1119(",")=1－釘〃=0の下でz=/(",!/)="+21/を考えます．停留点を求めて，極大・極小を判定

しましょう．

、 l ‐ ノ

解答

9錘＝－1/,9，＝－鰯,た＝1’ん＝2

と計算されます． ノ(〃,y)が(",9)において制約9(",l/)=0の下で極大または

｛
ｊ
ｊ
ｙ

ｙ
ｚ
お

ト
ト
一

人
入
１

ｊ
ｊ
ｊ

ｌ
２
３

ｉ
Ｉ

＋
＋

１
２

0

0

0

:＝＝

:＝＝

:＝＝

－－~京
、

すから, ('),(2),(3)q下

＝百一 ,ノ

を満たす入ERが存在します．

もし入＝0ならば(1)が1=0となりま

のとき(1)と(2)から

では入≠0であることが分かります． こ

(4)諺＝＝一

入， "＝X 、
ミー一

となります．となります． (4)を用いて(3)から毎とりを消去すると

Ⅲ-烏=，従って 入=±”
であることが分かります． これから

｛鰯｡,)={土瓶,士宰) (複号同順’
が停留点であることが示されました．

さらに

(12）

一一す￥雫tごO
L 、ニォキハ1

9勿範9w=0, 9"=9"”＝－1

た鯵＝ん"=/"=/W=0

と計算するとLagrange関数L=/ +入9が

L芳拝言f托宗十八０
灸
勤

0

19zノ

Z'"

Lw
－2入

鉛
垂
”

９
Ｌ
Ｌ

認
７

可
０
劫

痔苓B 5＝＝ :＝＝

二

A$升評砂
＝－2

4

1､て

を満たします．

(i) (",",A)=(､/画,芋,､/面)にお↓
B=-2,/Z<0

となりますからノは制約条件9＝0の下で極小であるこ

(ii) (",",入)=(-､/z,-¥,-,/可)において

とが分かります．

B=2，/Z>0

となりますから／は制約条件9＝ 0の下で極大であるこ とが分かります．
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