
2019年 12月 25日演習問題解答

� �
I 以下の積分の値を求めましょう．
(1)

∫ π
2

0
t sin tdt, (2)

∫ 1

−1
1√
x+2

dx, (3)
∫ 1

0
x(x− 1)3dx, (4)

∫ 6

0

(
1
3x− 1

)4
dx, (5)

∫ −1

−3
1

(2x+1)3 dx,
(6)

∫ 1

0
(x+ 1)exdx, (7)

∫ 1

−1
(x+ 1)3(x− 1)dx （部分積分で）� �

解答 (1) (cos t)′ = − sin tから (− cos t)′ = sin tであることが分かります．∫ π
2

0

t sin tdt =

∫ π
2

0

t(− cos t)′dt = − [t cos t]
π
2
0 +

∫ π
2

0

cos tdt

= −
(π
2
· cos π

2
− 0 · cos 0

)
+ [sin t]

π
2
0

= sin
π

2
− sin 0 = 1

(2)
(√

x+ 2
)′

= 1
2 · 1√

x+2
から

(
2
√
x+ 2

)′
= 1√

x+2
が分かります．これから∫ 1

−1

1√
x+ 2

dx =
[
2
√
x+ 2

]1
−1

= 2
(√

3− 1
)

(3) ∫ 1

0

x(x− 1)3dx =

∫ 1

0

x

{
(x− 1)4

4

}′

dx

=

{
x · (x− 1)4

4

}1

0

−
∫ 1

0

(x− 1)4

4
dx

= −1

4

[
(x− 1)5

5

]1
0

=
1

20

（別解） ∫ 1

0

x(x− 1)3dx =

∫ 1

0

(x− 1 + 1)(x− 1)3dx

=

∫ 1

0

(x− 1)4dx+

∫ 1

0

(x− 1)3dx

=

[
(x− 1)5

5

]1
0

+

[
(x− 1)4

4

]1
0

= − (−1)5

5
+

(−1)4

4
=

1

20

(4)
{(

x
3 − 1

)5}′
= 5

3

(
x
3 − 1

)4
から

3

5

{(x
3
− 1
)5}′

=
(x
3
− 1
)4

を得ます． ∫ 6

0

(
1

3
x− 1

)4

dx =

[
3

5

(x
3
− 1
)5]6

0

=
3

5

(
15 − (−1)5

)
=

6

5
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(5)
{

1
(2x+1)2

}′
= − 2·2

(2x+1)3 = − 4
(2x+1)3 から

{
− 1

4 · 1
(2x+1)2

}′
= 1

(2x+1)3 となりますから∫ −1

−3

1

(2x+ 1)3
dx =

{
−1

4
· 2 · 2
(2x+ 1)2

}−1

−3

= −1

4

(
1− 1

25

)
= − 6

25

(6) ∫ 1

0

(x+ 1)exdx =

∫ 1

0

(x+ 1)(ex)′dx

= [(x+ 1)ex]
1
0 −

∫ 1

0

exdx

= 2e− 1− [ex]
1
0 = 2e− 1− (e− 1) = e

(7) ∫ 1

−1

(x+ 1)3(x− 1)dx =

∫ 1

−1

(
(x+ 1)4

4

)′

(x− 1)dx

=

[
(x+ 1)4

4
· (x− 1)

]1
−1

−
∫ 1

−1

(x+ 1)4

4
dx

= −1

4

[
(x+ 1)5

5

]1
0

= −1

4
· 2

5

5
= −8

5

� �
II (1)

∫ 2

−1
x√
3−x

dx, (2)
∫ 1

0
x−1

(2−x)2 dx, (3)
∫ 2

1
x
√
2− xdx, (4)

∫ 6

0

(
x
3 − 1

)4
dx, (5)

∫ 2

1
ex

ex+1dx,

(6)
∫ 2

1
ex

(ex+1)2 dx, (7)
∫ e

1
(log x)2

x dx, (8)
∫ 1

0

√
3− 2xdx� �

解答 (1) t = 3− xとなるように x = ϕ(t) := 3− tとおくと ϕ′(t) = −1, ϕ(2) = 1, ϕ(−1) = 4となるので∫ 2

−1

x√
3− x

dx =

∫ 1

4

3− t√
t
(−1)dt

=

∫ 4

1

(
3√
t
−
√
t

)
dt

= 3
[
2
√
t
]4
1
−
[
2

3
t
√
t

]4
1

= 3 · 2(1− 0)− 2

3
(8− 1) =

4

3

ここで対応
t 4 ↘ 1
x −1 ↗ 2

を用いました．
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（別解）t =
√
3− xとなるように x = ϕ(t) := 3− t2 とおきます．t ≥ 0であるので x = −1には t =

√
4 = 2,

x = 2には t =
√
1 = 1が対応します．従って対応

t 2 ↘ 1
x −1 ↗ 2

を用います．このとき ϕ′(t) = −2tとなりますから∫ 2

−1

x√
3− x

dx =

∫ 1

2

3− t2

t
· (−2t)dt

= 2

∫ 2

1

(3− t2)dt

= 6 [t]
2
1 − 2

[
t2

3

]2
1

= 6− 2
8− 1

3
=

4

3

(2) t = 2− xとなるように x = ϕ(t) := 2− tとすると対応

t 2 ↘ 1
x 0 ↗ 1

が定まります．ϕ′(t) = −1から∫ 1

0

x− 1

(2− x)2
dx =

∫ 1

2

1− t

t2
(−1)dt

=

∫ 2

1

(
1

t2
− 1

t

)
dt

=

[
−1

t

]2
1

− [log t]
2
1

=

(
−1

2
+ 1

)
− (log 2− log 1) =

1

2
− log 2

(3) t = 2− xとなるように x = ϕ(t) := 2− tとすると対応

t 2 ↘ 1
x 0 ↗ 1

が定まります．ϕ′(t) = −1から ∫ 2

1

x
√
2− xdx =

∫ 0

1

(2− t)
√
t(−1)dt

=

∫ 1

0

(
2
√
t− t

√
t
)
dt

= 2

[
2

3
t
√
t

]1
0

−
[
2

5
t2
√
t

]1
0

=
4

3
− 2

5
=

14

15
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(4) y = ϕ(x) = x
3 − 1とすると ϕ′(x) = 1

3 となります．∫ 6

0

(
1

3
x− 1

)4

dx = 3

∫ 6

0

(
1

3
x− 1

)4(
1

3
x− 1

)′

dx

=
1

3

∫ 1

−1

y4dy = 3 ·
[
y5

5

]1
−1

= 3 · 1
5 − (−1)5

5
=

6

5

ここで対応
x 0 ↗ 6
y −1 ↗ 1

を用いました．

(5) y = ϕ(x) = ex + 1とすると ϕ′(x) = ex, ϕ(2) = e2 + 1, ϕ(1) = e+ 1から∫ 2

1

ex

ex + 1
dx =

∫ e2+1

e+1

1

y
dy

= [log y]
e2+1
e+1 = log(e2 + 1)− log e+ 1 = log

e2 + 1

e+ 1

(6) y = ϕ(x) = ex + 1とすると ϕ′(x) = ex, ϕ(2) = e2 + 1, ϕ(1) = e+ 1から∫ 2

1

ex

(ex + 1)2
dx =

∫ e2+1

e+1

1

y2
dy

=

[
−1

y

]e2+1

e+1

= − 1

e+ 1
+

1

e2 + 1
=

e(e− 1)

(e+ 1)(e2 + 1)

(7) x = ϕ(x) = log tとすると ϕ′(t) = 1
t , ϕ(e) = 1, ϕ(1) = 0から

∫ e

1

(log t)2

t
dt =

∫ 1

0

x2dx =

[
x3

3

]1
0

=
1

3

(8) y = ϕ(x) = 3− 2xとすると ϕ′(y) = −2である．さらに ϕ(1) = 1, ϕ(0) = 3であるので∫ 1

0

√
3− 2xdx = −1

2

∫ 1

0

√
3− 2x(3− 2x)′dx = −1

2

∫ 1

3

√
ydy =

1

2

∫ 3

1

√
ydy

=
1

2
[y
√
y]

3
1 =

1

3
(3
√
3− 1)
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� �
III g(x, y) = 1− xy = 0の下で z = f(x, y) = x+ 2y を考えます．停留点を求めて，極大・極小を判定

しましょう．� �
解答

gx = −y, gy = −x, fx = 1, fy = 2

と計算されます．f(x, y) が (x, y)において制約 g(x, y) = 0の下で極大または極小ならば 1 + λ(−y) = 0 (1)
2 + λ(−x) = 0 (2)

1− xy = 0 (3)

を満たす λ ∈ Rが存在します．

もし λ = 0ならば (1)が 1 = 0となりますから，(1),(2),(3)の下では λ 6= 0であることが分かります．こ

のとき (1)と (2)から
x =

2

λ
, y =

1

λ
(4)

となります．(4)を用いて (3)から x と y を消去すると

1− 2

λ2
= 0 従って λ = ±

√
2 (12)

であることが分かります．これから

(x, y) = (±
√
2,±

√
2

2
) （複号同順）

が停留点であることが示されました．

さらに

gxx gyy = 0, gxy = gyx = −1

fxx = fyy = fxy = fyy = 0

と計算すると Lagrange関数 L = f + λg が

B :=

∣∣∣∣∣∣
0 gx gy
gx Lxx Lxy

gy Lyx Lyy

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
0 −y −x
−y 0 −λ
−x −λ 0

∣∣∣∣∣∣
= −2λxy = −2λ

を満たします．

(i) (x, y, λ) = (
√
2,

√
2
2 ,

√
2) において

B = −2
√
2 < 0

となりますから f は制約条件 g = 0の下で極小であることが分かります．

(ii) (x, y, λ) = (−
√
2,−

√
2
2 ,−

√
2)において

B = 2
√
2 > 0

となりますから f は制約条件 g = 0の下で極大であることが分かります．
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� �
IV g(x, y) = x2 − y2 − 1 = 0をその上の点 (2,

√
3)の近傍で解いて

ϕ(x) =
√
x2 − 1 (13)

とします．ϕ′′(2)を g の 1階および 2階の偏微分係数を用いて求めましょう．� �
解答

gx = 2x, gy = −2y,

gxx = 2, gxy = gyx = 0, gyy = −2

と計算します．このとき

ϕ′′(2) =
1

gy(2,
√
3)3

∣∣∣∣∣∣
0 gx(2,

√
3) gy(2,

√
3)

gx(2,
√
3) gxx(2,

√
3) gxy(2,

√
3)

gy(2,
√
3) gyx(2,

√
3) gyy(2,

√
3)

∣∣∣∣∣∣ = 1

(−2
√
3)3

∣∣∣∣∣∣
0 4 −2

√
3

4 2 0

−2
√
3 0 −2

∣∣∣∣∣∣
= − 1

24
√
3
(−4 · 4 · (−2)− (−2

√
3) · (−2

√
3) · 2) = − 8

24
√
3
= − 1

3
√
3

� �
V g(x, y) = x+ 2y − 1 = 0の下で z = f(x, y) = xy を考えます．停留点を求めて極大・極小を判定し

ましょう．� �
解答

gx = 1, gy = 2, fx = y, fy = x

と計算します．f(x, y) が (x, y)において制約条件 g(x, y) = 0の下で極大または極小ならば y + λ · 1 = 0 (1)
x + λ · 2 = 0 (2)

x+ 2y − 1 = 0 (3)

を満たす λ ∈ Rが存在します．このとき (1)と (2)から

x = −2λ, y = −λ (4)

が従います．さらに (1)の y を y = −2λ によって消去すると

−2λ− 2λ− 1 = 0 すなわち λ = −1

4

であることが分かります．これから

x =
1

2
, y =

1

4

が従います．さらに

gxx = gxy = gyx = gxx = 0

fxx = 0, fxy = fyx = 1, fyy = 0
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と計算します．すると Lagrange関数 L = f + λg が

B :=

∣∣∣∣∣∣
0 gx gy
gx Lxx Lxy

gy Lyx Lyy

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
0 1 2
1 0 1
2 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 4 > 0

を満たしますから f は (x, y, λ) = ( 12 ,
1
4 ,−

1
4 )において制約条件 g = 0の下で極大であることが分かります．
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