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� �
I A =

(
7 −3

−3 −1

)
を回転行列で対角化しましょう．

� �
解答 まず Aの固有値を求めます．

ΦA(λ) = |λI2 −A| =
∣∣∣∣λ− 7 3

3 λ+ 1

∣∣∣∣
= (λ− 7)(λ+ 1)− 9 = (λ− 8)(λ+ 2)

から Aの固有値は λ = −2, 8であることが分かります．次に λ = 8,−2に対して、それぞれの固有ベクトル

を求めます．

(i) λ = 8のとき、

B~v = 8~v ⇔
(
1 3
3 9

)(
x
y

)
= ~0 ⇔ x+ 3y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
−3y
y

)
= y

(
−3
1

)
(y 6= 0)

となります．

(ii) λ = −2のとき、

A~v = −2~v ⇔
(
−9 3
3 −1

)(
x
y

)
= ~0 ⇔ 3x− y = 0

から、固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
x
3x

)
= x

(
1
3

)
(x 6= 0)

となります．

ここで ~p1 = 1√
10

·

(
3

−1

)
, ~p2 = 1√

5
·

(
1

3

)
により P = (~p1 ~p2)と定めると、P は回転行列となります．さ

らに

AP = (A~p1 A~p2) = (8~p1 − 2~p2) = (~p1 ~p2)

(
8 0
0 −2

)

から A = P

(
8 0

0 −2

)
P−1 と B は回転行列 P を用いて対角化できます．ここで Aが定める 2次形式

(
A

(
x
y

)
,

(
x
y

))
を考えましょう．P−1 も回転行列ですから、内積を保ちます．このことを用いると

(A ( xy ) , (
x
y )) = (P−1A ( xy ) , P

−1 ( xy )) = (P−1AP · P−1 ( xy ) , P
−1 ( xy )) =

((
8 0
0 −2

)
P−1 ( xy ) , P

−1 ( xy )

)
が従います．さらに (

ξ
η

)
= P−1 ( xy ) すなわち ( xy ) = P

(
ξ
η

)
= ξ~p1 + η~p2
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とすると

(A ( xy ) , (
x
y )) = 8ξ2 − 2η2

となります．
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� �
II 関数 z = xy(x+ y − 1)の停留点を求めましょう．� �

解答

zx = 1 · y(x+ y − 1) + xy · 1 = y(2x+ y − 1)

zy = 1 · x(x+ y − 1) + xy · 1 = x(x+ 2y − 1)

から

zx = zy = 0 ⇔ (y = 0 OR 2x+ y − 1 = 0) AND (x = 0 OR x+ 2y − 1 = 0)

⇔ (x = y = 0)OR (y = 0 AND x+ 2y − 1 = 0)

OR (2x+ y − 1 = 0 AND x = 0) OR (2x+ y − 1 = 0 AND x+ 2y − 1 = 0)

= (x, y) = (0, 0), (1, 0), (0, 1), (
1

3
,
1

3
)

補足 さらに 2階の偏導関数を

zxx = y · 2 = 2y

zxy = 1 · (2x+ y − 1) + y · 1 = 2x+ 2y − 1

zyy = x · 2 = 2x

と求めます．これを用いて停留点の極大・極小を判定します．

(i)(x, y) = (0, 0)のとき

det(H(f)(0, 0)) =
∣∣ 0 −1
−1 0

∣∣ = −1 < 0

から z は (0, 0)で極大でも極小でもないことが分かります．

(ii)(x, y) = (1, 0)のとき

det(H(f)(0, 0)) = | 0 1
1 2 | = −1 < 0

から z は (1, 0)で極大でも極小でもないことが分かります．

(iii)(x, y) = (0, 1)のとき

det(H(f)(0, 0)) = | 2 1
1 0 | = −1 < 0

から z は (1, 0)で極大でも極小でもないことが分かります．

(iii)(x, y) = ( 13 ,
1
3 )のとき

zxx(
1

3
,
1

3
) =

2

3
> 0

det(H(f)(0, 0)) =
∣∣∣ 2

3
1
3

1
3

2
3

∣∣∣ = 1

3
> 0

から z は ( 13 ,
1
3 )で極小であることが分かります．
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