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関数の凹凸と2階微分
写

叫蝉

戸瀬信之

ITOSEPROJECT

2018年5月(emath2018)

｜ 戸瀬信之('TOSEPROJECT) ' 関数の凹凸と2階微分 2018年5月(emath2018) 1/14

宇
即
‐
１

■■■

1変数の場合

定理

・開区間(A,B)上のC2級関数/: (A,B)－→R

・前提：／''(t)>0 (re(A,B))
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このとき不等式

f(t)>/(")+/'(")(t－α) (r≠α）

／
寸(｡､(七一四禿土(．3
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、A a

戸瀬信之 (TTOSEPROJECT) 関数の凹凸と2階微分 2018年5月 h2018) 2/14(emat



証明（その1 ）

。F(r) :=/(r)-/(")一ノ'(")(r一α)とする。

。F'(r)=/'(r)-/'("), F''(r)=/''(r)>0

G'(r)>0(re(A,B))とすると

A<s<r<B=G(s)<G(r)

●

・これを用いるとA<s<"<r<B=F'(3)<F'(")=0<F'(t)

・増減表 からF(r)>0 (r≠α）

ム 戸瀬信之 (ITOSEPROJECT) 関数の凹凸と2階微分 2018年5月(emath2018) 3/14

｜

別の証明(Taylorの定理を用いる）

●r≠αとする。Thylorの定理を用いると

｡／(‘)＝'(α)＋/'(α)('－α)＋:/''(c)(t-")2
を満たすcがrとαの間に存在する

。このときノ''(c)>0と(r一α)2>0から

/(r)>/(")+/'(")(r一α）

戸瀬信之 (1TOSEPROJECT) 関数の凹凸と 2階微分 2018年5月(emath2018) 4/14
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’ ’

応用（極大・極小の判定）

定理
[

。C2級の関数/: (A,B)→R

or="E(A,B)において/'(")=0,/''(")>0(resp./''(")<o)と
する。

・このときfはr=αで極小(resp.極大）

I

」
F

(証明の準備）

G: (A,B)→Rが連続とする。またαE(A,B)においてG(")>0と
する。このとき,ある正数6＞0に対して

G(r)>0 (tE(α－4"+6))

｜ 戸瀬信之 (ITOSEPRQJECT) 関数の凹凸と2階微分 2018年5月(emath2018) ／145

証明

。／''(r)が連続であるので、ある正数6>0に対して

/''(r)>0 (α－6<r<"+6)

・このとき、定理を区間(α－4α＋6)において用いるとt≠αを満たす
rE(α－4"+6)に対して

/(r)>/(")+ノ'(")(r－α)=/(")

L戸瀬信之 ('T･SEPROJECT) 関数の凹凸と2階微分 2018年5月(emath2018) 6／14



2変数の場合

●R2の開集合U上の関数/: U→Rを考える。

)EU、 ′(師)≠iに対
/唖万~干~玩r--へ
６
二
９α
、
Ｊ

く
ｔ
Ｏ
ｒ
ｌ

Ｐ
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● して

？c

(ChainRule) G(t)=/(x(r),y(r))に対して

G'(r)=ji(x('),y(r))x'(r)+/j(x(r),y(r))y'(r)

●

。F'(t)=A(PI)･f+jj(Pr)･"

F''(') =g(ん§+ん")+"(んご+ふり）

＝礎:寺2ん卵乃"』 しγ《｢｡"恥を

（い(#,c),､=ナX､、 ，。｡←)寺＝丁,↑一ｺ
[jtj) @7し＝け1つ迄

戸瀬信之(ITOSEPRO､IEcT) 関数の凹凸と2階微分 2018年5月 (emath2018) 7/14

Hesse行列

((:E)(W),(1)) 言二 cヘス延千2Ca( ､1÷e f
●PEUに対してHesse行列 b7ヤ．脚；

鰡亨'調
’一・一一一

H(/)(P) E－皇舜<MT3(
■■■■

I■■■■

’

。／がC2のときん＝んですからHは対称行列
。F(r)=/("+",6+r")に対して

（町，F''(r)= (;)、(Pr)

F($(t>>o も､->f(↑乳
く

焉列

－－

－〆ご芒
2018年5月(emath2018) 8/14｜ 戸瀬信之('TOSEI'ROJECT) 関数の凹凸と2 階微分
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