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限界生産物(MarginalProducts)

このとき(Kb,Lo)=(104,625)における資本の限界生産物(MPK)と労働
の限界生産物(MarginalProductofLabor) (MPL)は
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となります． さらにQ=F(104+100,625)=20,149.813...の値の近
似を

F(104+100,625)-F(104,625)+Fk(104,625).100

＝20，000＋1．5×100＝20，150

と計算します．
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曲線の接線

＄ 〔ﾝ, ti)=o

曲線Cが2変数関数gを用いて

g(x,y)=0

と与えられているとします．例えば単位円は

:=x2+y2_1=g(x,y)

と表されます. C上の点Po(a:
における接線を求めます．

（悪)(，､二急）＝。
qいし～剛-fe(も－e1 言二o

c上の点Po(a,b)が与えられているときに， cのPo(a,b)
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曲線の接線－3次元的には

曲面

z=g(x,y)

の接平面を(a,b,0)で考えると

z=g､a;b) ･ (x-a)+gj,(a,b) ･(

/－－ﾉI

y-b)

（2）

二三一t弓となります． ＄(｡(己)＝。 ‘

接平面とx－y平面の交わりは×x L
。
』
圭
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－y座標では 。）〔＞(， 31

g､a,b) ･ (x－a)+gj,(a,b) ･ (y-b)=0

となります． これは接線の方程式となります．
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GradientVector

hαいへ

方程式(2)は内積を用いて
(6) (0116)▽

一

(重鬮) (")-,
〃(:I

(，〔-“ う3－巳
一

と表されます．

これからベクトル

、鮴｡b)←(重鯛）
が接線に垂直であることが分かります.v(9)(a,b)をgの(a,b)における

勾配ベクトル(gradientvector) と呼びます． 魂娩,,‐＞L(し
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GradientVector-その向きは？

：。〔,3）ニ ン(.2-+6公一I
)Cつら’、▽(1

一=~

1>心.＝唾，〈
▽(〃)(l〕I , ）

(X/1)

31＝2ｺ宙

（;'｝▽（3）〔,(,》｝＝、～
ー

勾配ベクトルはgが大きくなる方向に向いています．登っていくときに
最もきつい方向です．
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例

単位円g(X,y) :=X2+y2-1=0について考えます･ gの偏導関数は

g)<=2x, g),=2y

ですから， したがって単位円上の点(a,b)の接線は

2a(x-a)+2b(y-b)=0

となります．
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陰関数の微分

曲線cが(a,b)の近くでy=(P(x)と表されていて，
するとします． このとき(a,b)における接線は

姜閑IX－o1f‘y=-

となりますから，接線の傾きを考えて

g),(a,b)≠0が成立

＝き〔 〉）

3cx 〃

、､

9｝二・

リノ(a)=-="
g),(a,b)

であることが分かります．例えば曲線（単位円)g(x,
をb>0を満たす(a,b)で考えると， 曲線は直接的{

y=(P(x)=i/1-x2 (q
と表されますが， ／

”》(｡)=-差=-： ｛
が成立することが分かります．

， 接平面(TangEntP,ane) ｡N･buyukiTOSE

曲線は直接的に
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限界代替率(MarginalRateofSubstitution(MRS))

消費者が商品A,Bをそれぞれ×,y購入するときの効用が効用関数u(x,y)
で与えられるとします．

このとき 雌｡"'=応， 、
"(x,y)=u(a,b) "(x,3)言又3 33

を(a,b)を通る無差別曲線(IndifferenceCurve) と呼びます． このとき
(a,b)における限界代替率(MarginalRateofSubstitution) を

u×(a,b)
MRS=

uy(a,b).

と定義します. Aの購入量をaから微小量△xだけ効用一定の下で（無差

別曲線に沿って）増加させると,MRS×△xだけBを減少させることに

なります．
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問題

R2の開集合U上の関数

f: (J→R
いP上 (qtCde+℃ノ

f(K）
、綱が与えられているとします．
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F(t)=f(
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曲線の接線方向

3次元空間中の曲線

c: (A,B)→R3 t-(x(t),y(t),z(t)) ｡,

が与えられているときc上の点

Qo(x(0),y(0),z(0))における接ベク
トルは

l)）

cﾉ(0） ニーー
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仏

2曲線が接するとは

3次元空間中の2曲線
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tH(X,(t),y,(t),z,(t))

tH(X2(t),y2(t),z､t))

が与えられていて点Qo(a;b,c)が共
有されているとします．すなわち

(a,b,c)=(x,(t,),yl(t,),z,(t,))=(×､t2),y､"),Z､"))

があるt1,t2E(A,B)に対して成立しているとします・ このとき It{ )

畷“C1とc2がQoで接する今ci(t,) | | cM(t2)es)
| (t,{
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‘

関数z=f(x,y)のグラフ
ウ

》

関数z=f(X,y)のグラフとその上の
点(a,b,f(a,b))における接平面を考
える．点Qo(a,b,f(a,b))で接する2
曲線

c'(t)=(a+tq,b+t6,F(t))

c､t)

があります．

(a+tq,b+t6,f(a,b)+(α良(a,b)+β@(a,b))t)二二二

一一

従ってci(0) | | cA(0)すなわち
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関数z=f(x,y)のグラフ(2)

2個の3次元ベクトルが平行であることから

Fﾉ(0)=Qf(a,b)+β4

が従う． この右辺をf(x,y)の(x,y)=(a,b)における

同=(;）
方向の方向微分と呼びます．
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まとめ

･くこぺいノ

F(t) :=f(a+tq,b+t6)

に対してPt(a仙州岬-(;)と定める上
／〆－－、、

〆伺=噸燗側旧'（帆綱） ） =(5,v(f)(Pt))’

F(竃)童か[Dc(~t)/ tj (･t))
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供と訂
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発展（重要な応用）

Fﾉ(t)=qf(a+tq,b+t6)+"(a+tq,b+t6)

の両辺をtで微分する． ここで2階の偏微分

f<×=(2)×, IXy=(f)y, /jx=(り)xjy=(6)y

を定義する．実はYoungの定理によって

舟＝ﾉｱ×

が成立することに注意しよう． これを用いると

F"(t)=q2f<x(pt)+2q"y(pt)+62@y(pt)
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