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1／20．偏微分係数と極大・極小の必要条件NcbuyukiTOSE

ミクロ経済学における某本的な問顯

ミクロ経済学では最初に以下の基本的な問題を学びます．

●生産理論(ProductionTheory)

･消費者理論(ConsumerTheory)
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l

生産理論(ProductionTheory)

生産物(product)Cが生産要素(productionelements)A,Bから生産される
とします. A)B,Cの価格はそれぞれp,9,rとします． AとBをそれぞれ

xとy投入するときcがz=f(x,y)得られるとします．
このときf(x,y)を生産関数(productionfunction)と呼ばれます． またこ
の状況で利潤関数(profitfunction)を

7r(x,y)=rf(x,y)-px-9y

と定義します．

生産理論の最初のステップは，利潤関数汀(x,y)を最大化して生産要素需
要関数

x=x(p,q,r),y=y(p,9,r)

を求めることにあります． 上 聾
十czK(3}二虻も :3 ･z､. (｢b-､)rno&、
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消費者理論(ConsumerTheory)

商品(Goods)A,Bがあるとします. Aをx,Bをy購入するとき，消費者
が効用関数(uti lityfunction)"(x,y)の効用を得るとします． さらにA,B
の価格がp,qであるとします. -]=b,co,ｼ､_八
消費者が予算/を全額消費してA,Bを購入するとします． ここでの問題は
予算制約と呼ばれる制約条件

：

隆司
ノーpx-9y=0 X

の下でu(x,y)を最大化して需要関数(demandfunction)く
工 うぐ』

x=x(p,q, /),y=y(p,9, /) -F

と所得の限界効用(mariginal uti l ityofincome)

入="p,9, /)

を得ることです．
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開円盤CT246p
里

I、久坐入』-つ
開円盤(OpenDisc)

r>01Po(a,b)ER2に対して

Br(Po) :={PER2; d(P,Po)<r}

を中心PO,半径r>0の開円盤と呼びます． こ

こでd(Po,P)は2点PO,Pの距離です. P(x,y)
のとき

ノ

I/(x-a)2+(y-b)' 可

d(Po,P)=
』

注意今後「Poの近くで～」 という言い方をしますが， これはある正数
r>0に対して

任意のPEBr(PO)において～
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開集合(Opensubsets)CT246p

Definition

R2の部分集合Uがあるとします. Uが開集合

であるとは任意のPoEUに対してr>0が存
在して

！

Br(Po) :={PER2i d(P,Po)<r}CU

が成立することです．

齢

ー

注意Uの任意の点Poの周りがUに含まれてい
るということです．
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’

開集合の例
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(P,)CIR2以下のR2の部分集合は開集合です．

●R2

●上半平面

U, :={(x,y

●第1象限(1stQuadrant)

3）多く～ ＝
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・開円盤

T Br(Po) :={PER2; d(P,Po)<r} －~~--.
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－

Z

’

開集合一反例

(P､､中IP｡Bプ竜､ト>・ ‐ 13 (印
｜軽ナ丁( -L

以下のR2の部分集合は開集合ではありません．

ePoER2のなす集合{Po}
●閉上半平面

Fi :={(xly)ER2; y≧0}

●閉第1象限

R#+:､(x,y)R2; x,y≧0}

●閉円盤

FFIm:={PER2; d(P,Po)=
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PartialDifferentiation

R2の開集合U上の関数 涼33〉。 ‘二号J!-'-
f: U→R

GS(P｡>CU
が定義されて します．いると

Po(a,b)EUに対してxの関数

LD(/.e)

6F(x) :=f(x,b)
方廷弓くセ6Q-S､<XくQ十r

をX=aの近くで定義できます． さらにy
の関数

G(y) :=f(a,y)

をy=bの近くで定義することができます．
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PartialDifferentiation

(cI!6)(>K(IT$

l
この状況で,定義の中の極限が存在すれば, ×とyに関する偏微分係数を
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fく(a,b) :=F'(a)=l im
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二

@(a,b) :=Gﾉ(b)=l im
y->b

と定義できます． 今〔3，－島(C､)
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PartiaIDifferentiation-Anexample

R2上の関数

f(x,y)=x3+2xy2+y3

について考えます. (alb)ER2の周りで考えるとして

F(x) :=f(x,b)=x3+2xb2+b3, G(y) :=f(a,y)=a3+2ay2+y3

と定義します． このとき

F'(x)=3x2+2b2, and Gﾉ(y)=4ay+3y2

から

f<(a,b)=3a2+2b2, li'(a,b)=4ab+3b2

を得ます．
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1変数の極大点（極小点）一定義

･t J、

Rが与えられているとき開区間]a,

fがt==Cで極小(resp極大）

今ある6＞0に対してfが1c-6,c+6{上最小(resp.最大）
今ある6＞0に対して

f(t)≧f(c) (c-6<t<c+6)

respf(t)≦f(c) (c-6<t<c+6)

ー

o､, c_-S c c-÷S f C_
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1変数の極大点（極小点) CT104-105p

微分可能な1変数関数の極小点（極大点）に関する次の定理を紹介します．

Theorem

微分可能な関数f: ]a,bl→Rがあるとします. fがcE]a,b[で極小（極I
大）ならば

f'(c)=0

注意これは中身を理解して欲しい定理です．
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Minimal (Maximal)PointsCT268p

、

１
１

。ｆ
§R2の開集合U上の関数

f: U→R
－－

に対して, fがPo(a,b)で極小(resp極大）であるとはある6>0が存
在して

f(x,y)≧f(a,b) ((x,y)EB6(Po))

(resp

f(x,y)≦f(a,b) ((x,y)EB6(Po))

）
が成立するときです．
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Minimal (Maximal)Points-TheoremCT269p

R2の開集合U上の関数

f: U->R

がUの各点PEUでx,yについて偏微分できると仮定します．

Theorem

fがPo(a,b)EUで極小（極大）ならば

"(a,b)=6(a,b)=0 (1)
Ⅳ

が成立します．

この状況で(1)を満たす点Po(a,b)をfの停留点と呼びます．
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’

Minimal (Maximal)Points-Sketchofproof

fがPo(a,b)で極小とします． このとき，
なります．実際

f(x,y)≧f(a,b) ((x,y)EB6(Po)

からf(x,b)≧f(a,b) (a-6<x<a+
従って

このときF(x)

EB6(Po))

=f(x,b)はX==aで極小と

6

F(x)≧F(a) (a-6<x<a+6)

となります.r謨言ぞ－F(メ)(3 1L=

F'(a)=0従って f<(a,b)=0

であることが分かります．
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I

Minimal (Maximal)Points-Anexample

才(っ｢,フ)ご’し､十斗･>c3f･ 21L~6x－8j-
関数

f(×,y)=x2+4xy+2y2_6x-8y
一

について考えます．

| 》
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を解くと, (x,y)=(1,1)

{敬 4，

がfの唯一の停留点であることが分かります．

｜鯰I －3
,C= -一－－－~- =-=-r= |｜鞠I 。 。 。 。 ≦…
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クラメールの公式CT205-206p

連立1次方程式

｛誠:リニ：淵
を考える･ yを消去するために(1)×d-(2)×bを考える．

｜αd

βb

Q-e-

ccl I｡‘

f41弐・

｜瀞
qe

ccl

=-|t;I

adx

bcx

の
昨
ｂ
ｂ

＋
＋

ニーー

-） ﾆニニ

(ad-bc)x =od－βb

xを消去するために(1)×c-(2)×aを考える．

acx+ bcy = oJc

-) acx+ ady = 6a

－

(bc-ad)y=QIc－βa
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行列式・クラメールの公式

行列式
I

a b

c d
』

=ad-bc

宝 上

これを用いると

a b

c d

α b

β d

a b

c d

a a

X== y=
c β

=ckcl-8[
ー一一一一一一一一一一一一 二

特にD:=| :31≠0のとき

１
｜
Ｄ

Ｘ
α b

β d

１
｜
Ｄ

ｙ
a a

c β

これをクラメールの公式と言います．
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クラメールの公式一例

｛ ｙ
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ﾆニニ

二二二

を解きます．

４
４

２
４

D= ＝2．4－4．4＝－8≠0

からクラメールの公式が適用できます．実際
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