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平均値の定理

NobuyukiTOSE

Jun21, 2017

ロ 罰 澄 藍 登 のQO'

1／11NobuyukiTOSE 平均値の定理

極小値・極大値

定義

ノ: (A,B)→Rに対して，

(m/n/ma/va/ue)を持つとは，
fがt=cE(A,B)において極小値
ある6＞0が存在して

f(t)≧ノ(c) (c-6<t<c+6).

が成立するときです. fがt=cE(A,B)において極大値(m/ax/ma/
va/ue)を持つとは,ある6>0が存在して

f(t)≦ノ(c) (c-6<t<c+6).

が成立するときです．
ゴ

ロ 罰 登 暑 薑 、OQG"

’NDbuyukiTOSE 平均値の定理 2／11



’

定理（極大・極4、の必要条件）

A t→Q.e- .t l3
定理

微分可能な関数f: (A,B)→Rがt=cE(A,B)で極小
を持つならば

ノ'(c)=0

ロ 罰 薯
莚
一
密 薑 のQG'

NobuyukiTOSE 平均値の定理 3／11

■

証明
I

証明fがt==cで極小値を持つので'ある6>0に対して

f(t)≧ノ(c) (c-6<t<c+6).

が成立します． この不等式から

f(t)-f(c)≧0 (c<t<c+6)
t－c

と

ﾉ(t)-/(c)≦0 (c-6<t<c)
t－c

が従います．

ここでtを右からt:=cに近づけると: t→c+0

ノ'(c)≧0

他方, tを左からt==cに近づけると: t→c－0

ノ'(c)≦0
口 匂

一
一
一
一
一

一
一
一
一
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一
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一
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’ NobuyukiTOSE 平均値の定理 4／11



溌愚霧蕊霞

t==cの両側で定義された関数

g: (A,B)I{c}→R

に対して

limg(t)=q
t->c

が成立するとします． このとき

9(t)→α (t→c+0)

and

9(t)→α (t→c-0)
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溌趨蕊憩定琿

Rolieの定理

関数ノ: [A,B]→Rが条件
A '3

ノは[A,B]の各点で津続，

かつ

fは(A,B)の各点で微分可能である

を満たすとします。 さらにf(A)=/(B)が成立するとします．
き， あるcE(A,B)に対して

今亨プ
fﾉ(c)=0 , Iﾉ'(c)
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蕊鎚職鍾定理達議溺

連続関数に閏する最大値の定理を適用すると， ある c,,c2E[A,B]が

B]) （1）/(c,)≦ノ(t)≦ノ(C2) (tE[A,B])
｡ e

を満たします．特I評､'、 頭浪 j-ぐこも）

*(A

/(c')ef(A)=f(B)邑施)ずc，
が成立します．

(I)f(c,)=f(A)=/(B)かつノ(A)=f(B)=f(C2)

/(t)=f(A)=f(B) (tE[A,B])

ナい）
）

QC'l. el

f(B)=f(C2)ならば

(tE「A､B,） ？一一→
▲L－ ‐ １

０

と／は[A,B]上定数となり, /'(t)=0(tE(A,B))が従います. B

、◇

蕊蕊繕鰯謹雲 屈都:錘：
, ｡ ’J”､ ・ ・ , 。 ’ ,

蕊ﾘ塗溌蕊鑿畠謹頴蕊）

(| |) (|)でないとします． このとき

f(c,)</(A)=f(B) OR f(A)=f(B)</(c2) (3)

が成立します．

(l l-a)第一の場合はA<cl<B,ノ'(c,)=0
(l l-b)第二の場合はA<C2<B,/'(C2)=a
ここで極大・極小の必要条件を用いました．
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車飽篭鍾定理

平均値の定理

関数ノ: [A,B]→Rが条件
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A_ c, ｢E_ l3CL／は[A,B]の各点で津続，

かつ

ノは(A,B)の各点で微分可能である

を満たすとします． このとき， あるcE(A,B)が

/,(c)=/(E｣－ノ(A)
B－A

を満たします． L①.
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/(B)-f(A)
P(A)=f(A)- (A-A)

～で一

II

○

f(A)ﾆーー

B－A

、かつ

P(B)=f(B)-f(勇二毎A).(B-A)=f(B)-(f(B)-
が成立しますからRolleの定理をPに適用できて，

(P'(c)=0 ie f,(c)-f(El-i(A)==0
B－A

を満たすcE(A,B)が存在することが分かります。 …… ＝

･(B-A)=f(B)-(f(B)-f(A))=/(A)
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重蕊な応露

／定理

微分可能な関数f: (A,B)→Rが
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運a似腫説yの平均値の定理
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TheoremIneOrem A I3

関数ノ: [A,B]→R,9: [A,B]→Rに対して
労
署
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才
“
争
脚

／とgは[A,B]上で連続で, (A,B)で微分可能とする．

さらに

/'(鉛)とg'(鉛)は同時にゼロにならないとする． (*）
串

そして

g(B)-9(A)≠0 J['3) 8(R'

とする． このとき
、
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…f'(と）

g'(と）

f(B)-/(A)
ﾆニニ

9(B)-9(A)

があるgE(A,B)に対して成立する．
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Proof
一一一－－－－－－

ノ

定義する．f(B)－ノ(鋤 (B)-9(A)Proofα二＝ ,β＝

や(鰯)＝、/(鯉)－ノ(A))－副9(")-9(A))
に対してRolleの定理が適用できるか確認しよう．

”側=M-*C~
臥
Ij

は明らかで， さらに

①P(B)=6 (f(B) /(A))J α・
、

一

からP(A)=P(B)が従う．

P'(")="'(")－α9'(〃）

と計算して, Rol leの定理を適用するとあるビE(A,B)に対して

0=(P'(2)=〃'(と)－αg'(‘）

が成立することが分かる． … 〆、 … ” 〆
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錨

鍵蕊 ：

Proof(2)

鍵“ 繁

的⑤

｡

科

従って一一一
(9(B)-9(A))/'(g)=(/(B)－ノ(A))9'(2)

となる。 ここで9'(と)＝0とはならないことに注意しよう． もし

旦旦三4琴らぽ一一－ ‐
(9(B)-9(A))ﾉ'(2)=0

となるが， さらに仮定9(B)-9(A)≠0を用いるとf'(2)=0となるが， さらに仮定9(B)-9(A)≠0を用いるとf'(2)=0となる．

ところがこれは(*)に反する。 一今 ；｢(3キ。
ようやく

f(B)-/(A) ノ'(と）

9(B)-9(A) 9'(2)

が導ける．実際, 9(B)-9(A)≠0とg'(と)≠0が成立するからで
ある．
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