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連続関数 — 定義

定義

関数 g : (A,B) → Rがあるとき，g(t) が t = c ∈ (A,B)で連続である
とは

g(t) → g(c) (t → c)

さらに g が (A,B) で連続であるとは g(t)が任意の t = a ∈ (A,B)で連続
であるときです．
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Example

Example 1

g(t) =
{

1 (t ≥ 0)
0 (t < 0)

について考えると

g(1
n ) = 1 → 1 (n → +∞)

g(−1
n ) = 0 → 0 (n → +∞)

これは極限 lim
t→0

g(t)が存在しないことを意味して，従って g(t)は t = 0
で連続ではありません．
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Example

Example 2 多項式関数

g(t) = amtm + am−1tm−1 + · · ·+ a1t + a0

を考えます．tk → tk
0 (t → t0)なので

g(t) → amtm
0 + am−1tm−1

0 + · · ·+ a1t0 + a0 = g(t0)

が任意の t = t0 ∈ Rで成立します．従って g は Rで連続です．
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右極限（Limit on the Right）

関数 g : (A,B) → Rに対して，tが Aに近付くときの g(t) の極限をどの
ように定義するか？

右極限

g(t) → α (t → A + 0)

とは数列 {tn}が条件

tn ∈ (A,B), tn → A (n → +∞)

を満たすならば

g(tn) → α (n → +∞)
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Example

Example 1 もう一度，関数

g(t) =
{

1 (t ≥ 0)
0 (t < 0)

このとき

g(t) → 1 (t → +0)
g(t) → 0 (t → −0)

いま g(0) = 1であるので, g は t = 0で右連続であるといいます．
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Another example

Example 3 関数

g(t) : (0,+∞) → R t 7→ g(t) = 1
t

を考えます．g(t) → +∞ (t → +0).
Example 4 関数

g(t) : (−∞, 0) → R t 7→ g(t) = 1
t

を考えます．g(t) → −∞ (t → −0).
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Remark

Remark (i)

g(t) → α ∈ R (t → A + 0)
⇔
任意のε > 0 に対して δ > 0 が存在して
A < t < A + δ ⇒ −ε+ α < g(t) < ε+ α

Remark (ii) Given a function f : (A,B) \ {c} → Rに対して

f (t) → α (t → c ∈ (A,B))

ならば

f (t) → α (t → c ± 0 ∈ (A,B))
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閉区間上の連続関数

定義

関数 g : [A,B] → R に対して g が [A,B]上で連続であるとは

(i)g(t) → g(A) (t → A + 0)
(ii)g(t) → g(B) (t → B − 0)
(iii)g(t)が任意のt = t0 ∈ (A,B)で連続
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連続関数の最大値の定理

定理

関数 g : [A,B] → R [A,B]上で連続であるとします．このとき g には最
大値 M と最小値mが存在します．

m ≤ g(t) ≤ M (A ≤ t ≤ B)

g(a) = m for some a ∈ [A,B]

g(b) = M for some b ∈ [A,B]
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Examples

Example 5 関数

g5 : (1, 2) → R t 7→ g5(t) =
1
t

は最大値も最小値ももたない．

Example 6 関数

g6 : [1,+∞) → R t 7→ g6(t) =
1
t

最大値 1を t = 1でとるが最小値をもたない．
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中間値の定理（Intermediate Value Theorem）

中間値の定理（Intermediate Value Theorem）
関数 g : [A,B] → R が以下の条件を満たすとします．
(i) g は [A,B]上連続である．
(ii) g(A) < g(B).
このとき任意の c ∈ (g(A), g(B)) に対して t0 ∈ (A,B) が存在して

g(t0) = c
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逆関数定理

定理

Given a function g : [A,B] → R and assume the following conditions:
(i) g は [A,B]上で連続である．
(ii) g is 狭義の増加関数 i.e.

A ≤ s < t ≤ B ⇒ g(s) < g(t)

このとき g の逆関数

g−1 : [g(A), g(B)] → R

が存在して [g(A), g(B)]上で連続となります．
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指数関数の連続性 (1)

補題 1
a > 1のとき

0 < a
1
n − 1 <

a
n

−a
n < a−

1
n − 1 < 0

a 1
n = 1 + αnとすると αn > 0となり

a = (1 + αn)
n > nαn

であることが 2項定理から従います．

a
1
n − 1 = αn <

a
n
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指数関数の連続性 (2)

他方 a− 1
n = 1 − βnとすると 0 < βn < 1であり

a
1
n =

1
1 − βn

= 1 + βn + β2
n + · · · > 1 + βn

従って

a > (1 + βn)
n > nβn

が 2項定理から分かります．これから 0 < βn < a
n と

1 − a
n < 1 − βn = a−

1
n

が従います．
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指数関数の連続性 (3)

補題 2
a > 1であるとき

−1
n < h <

1
n ⇒ 1 − a

n < a−
1
n < ah < a

1
n < 1 +

a
n

補題 2は補題 1から導けます．
任意の正数 ε > 0に対して自然数 N ∈ Nが存在して a

N < εとなります．
このとき δ = 1

n とすると

−δ < t < δ ⇒ −ε < −a
n < at − 1 <

a
n < ε

これは g(t) = at が t = 0で連続であることを意味します．
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