
1.2 数列の極限

2019年 5月 08日演習問題解答

� �
I 実数 r ∈ Rが r 6= −1を満たすとき、極限

lim
n→+∞

1

rn + 1

を求めましょう。� �
解答 (i) −1 < r < 1のとき rn → 0 (n → +∞) が成立しますから

1

rn + 1
→ 1

0 + 1
= 1

(ii) r = 1のとき

1

rn + 1
=

1

2
→ 1

2

(iii) r < −1または r > 1のとき、
∣∣ 1
r

∣∣ < 1に注意すると
(
1
r

)n
= 1

rn → 0 (n → +∞)が分かりますから

1

rn + 1
=

1
rn

1 + 1
rn

→ 0

1 + 0
= 0

� �
II 実数 r ∈ Rが r > 0を満たすとき、極限

lim
n→+∞

1

nrn + 1

を求めましょう。� �
解答 (i) 0 < r < 1のとき nrn → 0 (n → +∞) が成立しますから

1

nrn + 1
→ 1

0 + 1
= 1

(ii) r = 1のとき

1

nrn + 1
=

1

n+ 1
=

1
n

1 + 1
n

→ 0

1 + 0
= 0

(iii) r > 1のとき
∣∣ 1
r

∣∣ < 1から
(
1
r

)n
= 1

rn → 0 (n → +∞) が成立しますから

1

nrn + 1
=

1
n · 1

rn

1 + 1
n · 1

rn

→ 0 · 0
1 + 0 · 0

= 0
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� �
III 次の数列の極限を求めましょう。

(1) 3n+7
n2+n+1 (2) 5n−2

7n+3 (3) n2

1+n2 (4) 2n

3n+4 (5) 4n−5n

3n+5n (6) 4n+1+2n+1

4n−3n (7) 3·2n−5
2n+3� �

(1)

3n+ 7

n2 + n+ 1
=

1

n
· n(3n+ 7)

n2 + n+ 1
=

1

n
·

3 + 7 1
n

1 + 1
n + 1

n2

→ 0 · 3 + 7 · 0
1 + 0 + 0

= 0

(2)

5n− 2

7n+ 3
=

5− 2 · 1
n

7 + 3 · 1
n

→ 5− 2 · 0
7 + 3 · 0

=
5

7

(3)

n2

1 + n2
=

1
1
n2 + 1

→ 1

0 + 1
= 1 (n → +∞)

(4)

2n

3n + 4
=

(
2
3

)n
1 + 4 ·

(
1
3

)n → 0

1 + 4 · 0
= 0

(5)

4n − 5n

3n + 5n
=

(
4
5

)n − 1(
3
5

)n
+ 1

→ 0− 1

0 + 1
= −1 (n → +∞)

(6)

4n+1 + 2n+1

4n − 3n
=

4 + 2
(
1
2

)n
1−

(
3
4

)n → 4 + 2 · 0
1− 0

= 4 (n → +∞)

(7)

3 · 2n − 5

2n + 3
=

3− 5
(
1
2

)n
1 + 3

(
1
2

)n → 3− 5 · 0
1 + 3 · 0

= 3 (n → +∞)

� �
IV

+∞∑
n=1

n

(
1

4

)n−1

の値を求めましょう。

� �
解答

Sn =

n∑
k=1

k

(
1

4

)k−1

とします。

Sn = 1+ 2 · 1
4+ 3 · 1

42+ 4 · 1
43+ · · ·+ n · 1

4n−1

−) 14Sn = 1 · 1
4+ 2 · 1

42+ 3 · 1
43+ · · ·+ (n− 1) · 1

4n−1 +n · 1
4n

3
4Sn = 1+ 1

4+
1
42+

1
43+ · · ·+ 1

4n−1 −n · 1
4n
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から

Sn =
4

3
·
1− 1

4n

1− 1
4

− 4

3
· n

4n
=

16

9
·
(
1−

(
1

4

)n)
− 4

3
· n
(
1

4

)n

→ 16

9
(1− 0)− 4

3
· 0 =

16

9

よって
+∞∑
n=1

n

(
1

4

)n−1

=
16

9� �
IV |r| < 1のとき lim

n→+∞
n2rn = 0であることを示しましょう．� �

解答　

(i) 0 < r < 1のとき s = 1
r とおくと s > 1となります．このとき s = 1 + θ とすると θ > 0であることに注

意しましょう．このとき

1

rn
= sn = (1 + θ)n

= 1 + nC1θ + nC2θ
2 + nC3θ

3 + nC4θ
4 + · · ·+ θn

の最左辺において各項が正ですから

1

rn
> nC3θ

3 =
n(n− 1)(n− 2)

3!
θ3

であることが従います．よって

0 < rn <
1

θ3
· 3!

n(n− 1)(n− 2)
から 0 < n2rn <

1

θ3
· 3!

(1− 1
n )(1−

2
n )

· 1
n

であることが分かります．ここで

1

θ3
· 3!

(1− 1
n )(1−

2
n )

· 1
n
→ 0 (n → +∞)

ですから

n2rn → 0 (n → +∞)

であることが分かります．

(ii) r = 0のときn2rn = 0 → 0 (n → +∞)

(iii) −1 < r < 0のときρ = −r とすると 0 < ρ < 1となります．このとき

−ρn ≤ rn ≤ ρn から − n2ρn ≤ n2rn ≤ n2ρn

が成立します．ここで

−n2ρn → 0, n2ρn → 0 (n → +∞)

が成立しますから，はさみうちの定理から

n2rn → 0 (n → +∞)

であることが導かれます．

26


