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命題関数

命題とは真偽がはっきりとしている文のことです．

例　 1 < 2は真で，1 > 2は偽の命題です．

Xを集合とするとき，x ∈ Xを含み xを指定することによって真偽が定
める文をX 上の命題関数と呼びます．

例 X = R上の命題関数

P (x) : x > 1
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命題関数 (2)

集合X 上の命題関数 P (x)に対して命題

∀x ∈ X(P (x)) 任意の x ∈ X に対して P (x)が真

∃x ∈ X(P (x)) ある x ∈ X に対して P (x)が真

が定まります．

例 X = R上の命題関数 P (x) : x > 1について
・ P (0) : 0 > 1は偽であるから ∀x ∈ X(P (x))は偽
・ P (2) : 2 > 1は真であるから ∃x ∈ X(P (x))は真
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数列の収束 CT 18p

無限数列

a0, a1, a2, · · ·

があるとします．このときα ∈ Rに対して

an → α (n → +∞)
def.⇐⇒ ∀ε > 0に対して∃N番号が存在して

α − ε < an < α + ε (n ≥ N)
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数列の収束 (2)–例

例 1 定数列 an = c (n = 0, 1, 2, 3, . . . )とすると

an → c (n → +∞)

実際，任意の ε > 0に対して

c − ε < an = c < c + ε

例 2 an = 1
n

(n = 1, 2, 3, . . . )とすると

an → 0 (n → +∞)
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数列の収束 (3)–例

[
1
ε

]
= N − 1とすると

1

ε
<

[
1

ε

]
+ 1 = N

従って n ≥ N とすると

−ε + 0 < 0 <
1

n
≤

1

N
< ε + 0

注意 ここで Gauss記号の性質

x − 1 < [x] ≤ x (x ∈ R)

を用いました．（x ∈ Rに対して [x]は xの整数部分）
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収束する数列の性質

定理 1.1 CT20p
数列 {an}, {bn}がα, β ∈ Rに収束するとします：

an → α, bn → β (n → +∞)

(i) an ± bn → α ± β (n → +∞)
(ii) an · bn → α · β (n → +∞)
(iii) すべての番号に対して an 6= 0, α 6= 0 とすると

bn

an
→

β

α
(n → +∞)

証明は CTにあります．
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定理 1.1の応用例 CT 22p

(1) 1
n2 = 1

n
· 1
n
→ 0 · 0 (n → +∞)

これを繰り返すと k = 1, 2, 3, . . .

1

nk
→ 0 (n → +∞)

(2) an =
1

3 + n
→ 0 (n → +∞)� �

注意 bn → α (n → +∞) ならば

an := bn+n0 → α (n → +∞)� �
この注意は収束の定義から示せます．この注意を

bn :=
1

n
に対して an :=

1

n + 3
= bn+3
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定理の応用例 (2) CT 22p

別の理解 n → +∞のとき

1

3 + n
=

1

n
·

n

3 + n
=

1

n
·

1

3 · 1
n
+ 1

→ 0 ·
1

3 · 0 + 1
= 0 · 1 = 0

(3) n → +∞のとき

4 − n

5 + n
=

4 · 1
n
− 1

5 · 1
n
+ 1

→
4 · 0 − 1

5 · 0 + 1
= −1

(4) n → +∞のとき

2 + 3n

1 + n2
=

1

n
·
n(2 + 3n)

1 + n2
=

1

n
·
2 · 1

n
+ 3

1
n2 + 1

→ 0 ·
2 · 0 + 3

0 + 1
= 0 ·3 = 0
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はさみうちの定理 CT23p (定理 1.3)

定理 (Squeeze Theorem)

an → α, bn → α (n → +∞)

an ≤ cn ≤ bn (n = 0, 1, 2, 3, · · · )

ならば

cn → α (n → +∞)
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はさみうちの定理 —証明のアイデア

∀ε > 0をとる．このとき

α − ε < an < α + ε (n ≥ N1)

α − ε < bn < α + ε (n ≥ N2)

を満たす番号N1, N2が存在する．N = max(N1, N2)とすると

α − ε < an ≤ cn ≤ bn < α + ε (n ≥ N)
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等比数列の極限

定理

|r| < 1ならば rn → 0 (n → +∞)

0 < r < 1のとき s = 1
r
= 1 + θとすると

1 <
1

r
= s = 1 + θ から θ > 0

1

rn
= sn = (1 + θ)n

= 1 + nC1θ + nC2θ
2 + nC3θ

3 + . . . + θn

> nC1θ = nθ

から

0 < rn <
1

θ
·
1

n
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等比数列の極限 (2)

r = 0のときrn = 0 → 0 (n → +∞)
−1 < r < 0のとき s = −rとすると 0 < s < 1となり

−sn ≤ rn ≤ sn

が分かる．−sn, sn → 0 (n → +∞)からはさみうちの定理を用いると

rn → 0 (n → +∞)

Nobuyuki TOSE 数列の収束 13 / 15



等比数列の極限 (3)

定理

|r| < 1ならば nrn → 0 (n → +∞)

0 < r < 1のとき

1

rn
= sn = (1 + θ)n >

n(n − 1)

2
· θ2

から

0 < rn <
1

θ2
·

2

n(n − 1)
従って 0 < nrn <

1

θ2
·

2

n − 1
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等比級数の和

Sn = 1 + r + r2 + · · · + rn

−) rSn = r + r2 + · · · + rn + rn+1

(1 − r)Sn = 1 − rn+1

から r 6= 1のとき

Sn =

n∑
k=0

rk =
1 − rn+1

1 − r

|r| < 1のとき

Sn →
1

1 − r
−

r

1 − r
· 0 =

1

1 − r

等比級数の和

|r| < 1のとき
∑+∞

k=0 r
k = 1

1−r
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