
講義の最初に確認

h
＝

1 Ⅷ
』

NobuyukiTOSE

April lO! 2019

購義の最初に確認 エ／31－1 1鵬t山 T蛭

」
耳
１

１ 込卑
『
一
一 ワ（Z~之うlユ

、
〃
０
４卑

一
盤
へ
請

伶
Ｔ
、
Ｊ
Ｚ

…
鼎

糸部丁

■■■

講義の枠組み
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その他

教科書コアテキスト 「経済数学」 （戸瀬信之・新世社）

欠席3回まで

小テスト毎回小テストをする

意味のない答案名前を書いて問題を写しただけの答案は欠席2回分と

する

代返代返は実行犯も同じペナルティーを受ける

演習問題演習問題は毎回配布する．解答はwebに置く

webpage講義のウエブページは「NobuyukiTOse」で検索すると見つかる

電子メールnobutose(at)keio.jp ((at)を＠にする) keio.jp以外のメール
は読まない可能性がある
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Ｌ 差分方程式が定める数列

■

NobuyukiTOSE

Apri'"20''
10

ユノ13差分方程式が定める数列I,」 ｜ Ll 1川山T_沼

l ' 2ミ。､謡希‘学‘〆上デ"T甚遥(9;!ね｡!､:A,、 !、v､‘ ）
I■■■■

数列・差分方程式
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一言秀ヒヒナーーー数列

Q0,Q',Q2,;~r. 元
－
１

。－定時間ごとの時系列データや経済量のモデルを記述するために数

列を用いる．

。その関係で，経済学部では初項をα0とすることが多い。

漸化式のことを差分方程式(d/"trencee9ua加"s)と呼ぶが，時間を含む
モデルの記述に用いることが多い．

注意 (1)時系列=TimeSeries
(2)一定時間には年次，半期，四半期， 月次などがある

コノユヨ ’l 差分方程式が定める数列『I山H1力山T ‘蝉
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差分方程式(2)

例(CT7p)) '"+'U-pC,j-LcA;-f(<'､‐
以下の差分方程式を満たす数列{α"｝を考えます．

q0=C(初期条件), q"+,=3Q"+4 ('卜4 （” .）｜
〃 」

＝0,1,2,3,. .

まず方程式入＝3入十4を解くと入＝－2を得ます．

｛餅Ⅲ二謡軌‘ : : :閏 ”ｽ誌’?。
において(')-(2)を考えるとq･●iL"｡!"RQﾕ詣込→…→群3α"+,＋2＝3(α冗十2）

であることが分かります。 これは{α”＋2｝が公比3の等比数列である
ことを意味します．従って

a"+2=3"(czo+2) /.e. Q"=3"(C+2)-2

N帥uxu,‘ 可罪 ｜ 差分方程式が定める数列 一

つ o,ヘャュ
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差分方程式(2B)

qし､十,=3q,､マキ 一一もA=3F､十手
q,､＝A

1次方程式 L埼宮⑥/if2､ -- >
入＝3入十4

ですが，初期条件を無視して

α”＝入(一定） （”＝0,1,2,3,…）

を満たす解を考えていることになります．

q･ユヘ

qt=A

QL=>、

、
１

戯13(（

q$ヘーー匙 f"二凸,1 ,2' ･･ )

か.""k!W 剛
刊,.1 ，卯 I 鴨E 呈分方程式が定める数列 4／13
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差分方程式(3)

例(CT13p)

差分方程式

｛
0 （”＝0,1,2,3, . . .）

(初期条件）
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を満たす数列{α"｝を考えます
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から， α0,α1を与えると， α2.α3,α4， ． ． ．と定まっていきます．
N血llu,外IkTK言吉 差分方程式が定める数列 5／'ョ ’
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差分方程式(4)一特性方程式とは

朕戴雪息_リ
方程式に対して特性方程式cIヘαへ域一

入2－3入十2＝

を考えます。 これを解くと

入＝1，2 い=O

となります（特性根)． Ⅷ二l
初期条件を無視してα,z :=C入れの形(等比数列)で解を求めます．
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差分方程式にα,z==C入れを代入すると

C入"+2-3CXm'+1+2C入":=C入"(入2－3入+2)=0
ー‐

となりますから， 入＝1または入＝2のとき，すなわち

α”＝Cまたはα"==C・2伽

と2系統の解を見つけることができます（差分方程式の基本解)。
I ｜ 『, rdlqd I 門害 差分方程式が定める数列
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差分方程式(5)一実際解いてみよう

>、 十L=Q

q､ヘマ匙・_‐

戸司

>､1．
特性方程式の解が入＝1，2であることから

1＋2＝3， 1．2＝2

従って方程式を

α"+2－(1＋2)α冗十'十1．2α”＝0
1■■■■■■■

と変形します． さらに2通りに 。

｛
2(α"+,一α”）…(1)
α"+,－2α犯…(2)

α78+2－α沌十1

α”＋2－2α”＋1

:＝＝

:＝＝

差分方程式が定める数列 7/13I山.hl[ﾘ｣IP T35
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差分方程式(6)一実際解いてみよう

(1)から hスラ､､,つ。 "Qh-f!-q,､
α,－α･壁ｼ2(α,一α0)g...当2"(q,一α0)

と考えると

"nf-｡"-'･'.' "}
(2)から

’ヘユラ､､′＞o

a1－2a0－〉α，－2α0－〉 ． ． ．－卜α，－2α0
l1 M

qL-Zcilと考えると qbTI-2．q恥
舜'-2｡"＝α'-2α･ （4）

(3)一(4)から

α”＝2”(α1－α0)-(Q1-2a0)=2"(C'-q)-(Ci-2Co)

' ｣UIⅡ1'邸1堀E 皇分方理式が定める数列 6画
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差分方程式(7)一注意

注意

差分方程式

α"+2－3α"+1＋2α”＝0 （”＝0,1,2,3,. . .）

の解は2系統の解の定数倍の和として

α”=A･2'z+B・1

として書ける

9/ia｜ 差分方程式が定める数列I．.| , ｣I』, ,1 , , , 1Cf玉
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2階線型差分方程式

p,9ERとして，差分方程式
－

4，塞忘工：
Q"+2+pα”+1+qα九=0 ('z=0,1,2,3, . . .
‐

に対して特性方程式 入三
込

入2+p入+q=0

を考えます．

~-7-、D=p2-4q>0のとき上の例と同様に，特性方程式の2根をα,β
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D=0のとき

差分方程式 q.f､L･- <LTL>q"でl t･ 1-Lq"=O

α"+2－4α"+1＋4α”＝0 （”＝0,1,2,3,…）
ー

の特性方程式は

入2－4入十4＝0すなわち （入－2)2＝0

差分方程式は2＋2＝4，2．2＝4から
一

α"+2－2α"+1＝2(α沌十,－2α"）

です

と変形できます． ｛α冗十,－2α”｝は公比2の等比数列ですから

α冗十,－2α”＝2"(α,－2α0） （”＝0,1,2,…）
1■■■■－

となります． この両辺を2”+'で割ると

差分方程式が定める数列 11／1コ｢1,-1]LJ, 卜, !， r r L，

x2 x2

Cl3-ZQL→・－ 一う
×2 ×ユ

q9-2q。ー→q込一ユql --3 2q"－

q崎で1

q
o'q""=F"

げこ一

H十ﾄー

≦い&‘写ミ3f'_f( 3 1
一
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D=0のとき(2)

些型且､ 主義坐→‐→－t芸Q四
1 2 琴 2，，

f塾､≠
α九十1 α”

：＝＝

2m＋1 2”

従って{器}は公差｡ユヂα･の等差数列であることが分かります．

０ａ２’
２

１α

冗十些
却

恥
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最後にこの両辺を2”倍して

αγ‘＝α0．2”＋(α1－2α0)・”2"一’

｜ 差分方程式が定める数列 12ノユコ111『il l』'Ⅱ1 1 鉦
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D=0のとき

･+PQ･､十! ･flq"ﾆﾆｰ○
q,へ､匙 ‘、
D=p2_4q=0のとき特性方程式入2+p入+q=0の重根がαで
あるとき差分方程式の解は

α7z==A・αγn'+B･”αγz－1

となります(A,Bは”に依らない定数).

ﾕｮﾉｭｮ｜ 差分方程式が定める数列F1｢,I1 iMlld ．｢画弓


