
集合について
• 以下、全体集合Ωを固定
• Aλ ⊂ Ω (λ ∈ Λ)

• 和集合⋃
λ∈Λ Aλ := {ω ∈ Ω; ∃λ ∈ Λ ω ∈ Aλ}

• 共通部分⋂
λ∈Λ Aλ := {ω ∈ Ω; ∀λ ∈ Λ ω ∈ Aλ}

• 差 A,B ⊂ Ω
A \ B := {ω ∈ Ω; ω ∈ A, ω �∈ B}
Bc = X \ B = {ω ∈ Ω; ω �∈ B}
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逆像について
• Ω, S集合
• f : Ω −→ S 写像
• U ⊂ S

f−1(U) := {ω ∈ Ω; f(ω) ∈ U}
• 公式 Uλ ⊂ S (λ ∈ Λ)

f−1(
⋃

λ∈Λ

Uλ) =
⋃

λ∈Λ

f−1(Uλ)

f−1(
⋂

λ∈Λ

Uλ) =
⋂

λ∈Λ

f−1(Uλ)
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逆像についてNo2
• f : Ω −→ S 写像、 Uλ ⊂ S (λ ∈ Λ)

•
f−1(

⋂

λ∈Λ

Uλ) =
⋂

λ∈Λ

f−1(Uλ)

• 証明ω ∈ f−1(
⋂

λ∈Λ Uλ) ⇔ f(ω) ∈ ⋂
λ∈Λ Uλ

⇔ f(ω) ∈ Uλ (∀λ ∈ Λ)
⇔ ω ∈ f−1(Uλ) (∀λ ∈ Λ)
⇔ ω ∈ ⋂

λ∈Λ f−1(Uλ)
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可測空間
• Ω集合

PΩ = {A; AはΩの部分集合 }
• F ⊂ PΩ :σ代数とは

Ω ∈ F (3)

A ∈ F ⇒ Ac := {ω ∈ X; ω �∈ A} ∈ F (3)

An ∈ F (n = 1, 2, 3, · · · ) ⇒
+∞⋃

i=1

An ∈ F (3)
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可測空間No2
• (Ω,F)可測空間、Fがσ代数
• 可測空間の性質
• (i) ∅ ∈ F
• (ii) A1, · · · , An ∈ F ⇒ A1 ∪ · · · ∪ An ∈ F
• (iii) A1, · · · , An ∈ F ⇒ A1 ∩ · · · ∩ An ∈ F
• (iv) A1, A2, · · · ∈ F ⇒ ⋂+∞

n=1 An ∈ F
• (v) A,B ∈ F ⇒ A \ B ∈ F

確率空間Le 09 Décembre – p.7/17

記号
• A,B ∈ PΩ, A ∩ B = ∅

A + B = A ∪ B

• An ∈ PΩ (n = 1, 2, · · · )
Ai ∩ Aj = ∅ (i �= j)

⇒
+∞∑

n=1

An =
+∞⋃

n=1

An
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確率空間
• 可測空間 (Ω,F)が確率空間とは

P : F −→ R

P (A) ≥ 0 (A ∈ F) (6)

P (
+∞∑

n=1

An) =
+∞∑

n=1

P (An) (6)

P (Ω) = 1 (6)
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確率空間No2
• (i)

P (A1 + A2 + · · · + An) = P (A1) + · · · + P (An)

• (ii) P (A1 + A2) = P (A1) + P (A2)

• (iii) P (∅) = 0

• (iv) A ⊂ B ⇒ P (A) ≤ P (B)

• (v) A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⇒ P (
⋃+∞

n=1 An) =
limn→+∞ P (An)
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確率空間No3
• (v) A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⇒ P (

⋃+∞
n=1 An) =

limn→+∞ P (An)

+∞⋃

n=1

An = A1 + (A2 \ A1) + (A3 \ A2) + · · ·

An = A1 + (A2 \ A1) + (A3 \ A2) + · · · + (An \ An−1)

P (
⋃+∞

n=1 An) = P (A1 +
∑+∞

n=1 (An+1 \ An))

= P (A1) +
∑+∞

n=1 P (An+1 \ An)
= P (A1) + limN→+∞

∑N
n=1 P (An+1 \ An)

= limN→+∞ P (AN )
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σ代数
• 集合Ω
A ⊂ PΩ ⇒ ∃!F σ代数

G ⊃ A, Gはσ代数⇒ F ⊂ G
• F = σ[A] Aが生成するσ代数
• 構成 σ[A] =

⋂
G:σ代数,A⊂G G
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σ代数 No2, Borel sets
• O R

nの開集合の全体
• BRn = σ[O] Borel集合族
A1 = {I; Iは開区間 }
A2 = {I; Iは有界開区間 }
A3 = {I; Iは閉区間 }
A4 = {I; Iは有界閉区間 }
A5 = {I; Iは区間 }
A6 = {(a, b]; −∞ ≤ a < b ≤ +∞}

σ[Ai] = BR
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σ代数No3、積
• Ω1, Ω2, · · · ,Ωn集合、
• Fj：Ωjのσ代数
• A := {B1 × B2 × · · · × Bn; Bj ∈ Fj (j = 1, 2, · · · , n)}
積σ代数B1 × B2 × · · · × Bn := σ[A]

• N.B.
BRn × BRm = BRm+n

A1 = {I1 × I2; I1, I2は開区間 }
⇒ OR2 ⊂ σ[A1] → BR × BR = BR2
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可測関数・確率変数
• (Ω,F , P )確率空間
• X : Ω −→ Rが確率変数とは

X−1(B) ∈ F (B ∈ BR)
⇔ X−1(I) ∈ F (I ∈ Ij)

• 可測空間 (Ω1,F1), (Ω2,F2)
f : Ω1 −→ Ω2が可測とは

f−1(B) := {ω ∈ Ω1; f(ω) ∈ B} ∈ F1 (∀B ∈ F2)

• A ⊂ F2がσ[A] = F2を満たすとき f が可測
⇔ f−1(B) ∈ F1 (B ∈ A)
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ベクトル値の確率変数（準備）
• 写像 f : R

m −→ R
nが可測のとき

⇒ f をBorel写像とよぶ。
• f連続 ⇒ f 可測
• 可測空間 (Ω,F)と (S1,G1), · · · , (Sn,Gn)
可測写像 fi : Ωi −→ Si

⇒
f = (f1, · · · , fn) : Ω −→ S1 × · · · × Snは可測
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ベクトル値の確率変数
• (Ω,F , P )確率空間、 可測写像　

F : Ω −→ R
n をベクトル値の確率変数

• 確率空間 (Ω,F , P )上の確率変数X1, · · · , Xn

F : Ω → R
nω �→ (X1(ω), · · · , Xn(ω))

⇒ F はベクトル値の確率変数
• ベクトル値の確率変数 F : Ω −→ R

n

第 i成分　 fi : Ω −→ R ⇒ F は確率変数
• N.B. f : Ω −→ S1, g : S1 −→ S2
⇒ g ◦ f は可測

• N.B. πi : R
n → R 可測写像。
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