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実 2次対称行列

A =

(
3 −4
−4 3

)

を回転行列で対角化せよ。

まず Aの固有方程式は

ΦA(λ) = det(ΛI2 −A) =

∣∣∣∣∣
λ− 3 4

4 λ− 3

∣∣∣∣∣ = λ2 − 6λ− 7 = (λ− 7)(λ + 1)

と計算されますから、Aの固有値は λ = 7,−1であることが分かります。それぞれの固有ベクトル
を求めましょう。

λ = 7のとき、

(7I2 −A)

(
x

y

)
= ~0 ⇔

(
4 4
4 4

)(
x

y

)
= ~0

⇔ x + y = 0

から、固有ベクトルは (
x

y

)
=

(
x

−x

)
= x

(
1
−1

)

と計算されます。大きさが 1の固有ベクトルとして

~p1 =
1√
2
·
(

1
−1

)

を選びます。

λ = −1のとき、

(−I2 −A)

(
x

y

)
= ~0 ⇔

(
−4 4
4 −4

)(
x

y

)
= ~0

⇔ x− y = 0

から、固有ベクトルは (
x

y

)
=

(
x

x

)
= x

(
1
1

)

1



と計算されます。大きさが 1の固有ベクトルで、固有値 λ = 7 の大きさ 1である固有ベクトル ~p1

を 90度回転した

~p2 =
1√
2
·
(

1
1

)

を選びます。

以上の固有ベクトルの選び方によって

P = (~p1 ~p2) =
1√
2
·
(

1 1
−1 1

)

は回転の行列になります。このとき、P を用いて、行列 Aは

A = P

(
7 0
0 −1

)
tP

と対角化されます。

さらに対称行列 Aが定める 2次形式
(

A

(
x

y

)
,

(
x

y

))

について考えましょう。tP が回転行列で、内積を保つことを用いて
(

A

(
x

y

)
,

(
x

y

))
=

(
tPAP tP

(
x

y

)
, tP

(
x

y

))

=

((
7 0
0 −1

)
tP

(
x

y

)
, tP

(
x

y

))

=

((
7 0
0 −1

)(
ξ

η

)
,

(
ξ

η

))

= 7ξ2 − η2

と座標変換 (
ξ

η

)
= tP

(
x

y

)

によって変換されます。
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