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問 1 ．　 以下は，レポート１を一部書き換えた文章である．この文章の記号と設定の下で，
その下の小問に答えよ．答案用紙はおもてに結果だけを書き，裏を使わないこと．

2進数列（0と 1の無限列）の集合 Ω = {(s1, s2, s3, . . .) | si ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3, . . .} を考える．0を
裏，1を表と対応することで，Ωを「無限硬貨投げ」の試行の全体集合と考えることもできる．
無限列の全体集合 Ωの部分集合のうちで有限項だけで決まるもの A ⊂ Ωを任意に選ぶ．集合 Aを決

めるのに十分な回数を nとして n回硬貨投げを考えると，表と裏それぞれ確率
1
2
としてAの確率を計算

できる．このとき，無限列集合Ω上の確率測度 Pであって，どのAでも有限硬貨投げによる計算結果が
P[ A ]に等しくなるものがあることが知られている．ここで，Ω上の確率測度 Pとは，Ωの部分集合を
集めた集合族 F を定義域とする実数値関数 P : F → Rであって，コルモゴロフの公理を満たすものを
言うのであった．有限項だけで決まる部分集合 A ⊂ Ωに対して P[ A ]の値が計算できるということは，
そのような集合が F の要素である，つまり A ∈ F を意味する．
この確率空間の上の確率変数列 {Wn} を，ω = (s1, s2, s3, . . .) ∈ Ω に対して W0(ω) = 0，および，

n � 1のときWn(ω) =
n∑

k=1

(2sk − 1)で定義して，（原点 0を出発点とする）単純ランダムウォークと呼

ぶ．単純ランダムウォークは原点から出発して硬貨を投げる毎に表が出れば右へ，裏が出れば左へ 1ず
つ動くすごろくと考えることができる．なお，Wnたちが確率変数であるとは，任意の実数 aに対して，
{ω ∈ Ω | Wn(ω) � a} ∈ F が成り立つことを言う．この式を慣例通り以下 ωを略して {Wn � a} ∈ F と
書く．Wnは整数値なので，確率変数の定義は，任意の整数 iに対して {Wn = i} ∈ F が成り立つことと
同値である．（これは容易に証明できることである．）
無限列の集合 Ωの上の確率空間 (Ω,F ,P)を考える必要性は，たとえば，『このすごろくがマス目 2に

達する前に負のマス目に達する事象』をDとおくとき，Dは，すごろく板の中の，座標で−1, 0, 1, 2の
4個のマス目があれば表せる事象なのに，有限回の硬貨投げの繰り返しの確率空間では表せないことでわ
かる．無限列の集合の上の確率空間 (Ω,F ,P)によって，Dを有限項で決まる事象たちの可算無限個の排
反な和集合で表すことでその確率を計算できる．
整数 aに対して，初めて位置aに達する歩数，つまり，Wn = aとなる最小のnをTaとおく．どのnでも

Wn(ω) = aとならない試行ω ∈ Ωに対してはTa(ω) = ∞と書くことにすると，関数 Ta : Ω → Z+∪{∞}
が定義される．この記号を用いると，さきほどの事象DはD = {T2 > T−1}と簡単明瞭に書ける．

i) 集合B = {(s1, s2, s3, . . .) ∈ Ω | s1 + s2 + s3 = 1} ⊂ Ω について P[ B ]を計算して既約分数
で表し，結果を答案用紙のおもて面に書け．

ii) 文章中の集合Dについて P[ D ]を既約分数で表し，結果を答案用紙のおもて面に書け．
iii) 次の『』内が {W3 = 1} ∈ F の証明になるように空欄を埋めたときに，下線部を（空欄を
数値の列で埋めた状態で，下線部全部を）答案用紙のおもて面に書け．（最初の空欄は答え
なくて良い．）
『文章中のWnの定義を代入すると
{W3 = 1} = {ω ∈ Ω | W3(ω) = 1} = {(s1, s2, . . .) ∈ Ω | 2s1 + 2s2 + 2s3 = }

={(s1, s2, . . .) ∈ Ω | (s1, s2, s3) ∈ {( ), ( ), ( )}}
となるが，右辺を見るとΩの要素である各無限列がこの集合の要素であるかどうかはその
無限列の最初の 3項を見ればわかる．よって，F の定義から {W3 = 1} ∈ F である．』



iv) ε > 0のとき成り立つ不等式

(*) ε2P[
∣∣∣ 1
n

Wn

∣∣∣ � ε ] � 1

n2
E[ W 2

n ] =
1

n

と確率の非負性と挟み撃ちの原理から，任意の ε > 0に対して lim
n→+∞

P[
∣∣∣ 1
n

Wn

∣∣∣ � ε ] = 0

（大数の弱法則）が成り立つ．不等式 (*)は集合Aの定義関数 1A : Ω → R （ω ∈ Aのとき
1A(ω) = 1，そうでないとき= 0となる確率変数）を用いて次のように証明できる．（以下，

読みやすさのため，一部で
1

n
を n−1と書く．）

E[ (
1

n
Wn)2 ] = E[ (

1

n
Wn)2 1{n−1|Wn|�ε} ] + E[ (

1

n
Wn)2 1{n−1|Wn|<ε} ]

� E[ ] + 0

= ε2P[ n−1|Wn| � ε ]

この式変形が証明の適切な手順を与えるような，空欄に入れるべき式を答案用紙のおもて
面に書け．

問 2 ．　 ガウス積分に関する以下の式を計算して aと n以外の変数を用いない（積分等を用

いない）整理された答だけを答案用紙のおもて面に書け．なお，
∫ ∞

−∞
e−x2/2dx =

√
2πである．

また，

(
u

v

)
=

⎛
⎜⎝

1√
2

1√
2−1√

2

1√
2

⎞
⎟⎠
(

x

y

)
のとき

1

2
(u2 + 3v2) = x2 − xy + y2である．この他，階

乗の類似の記号 (2k + 1)!! = (2k + 1) × (2k − 1) × (2k − 3) × · · · × 5 × 3 × 1を用いても良い．

i) aを正の実数とするとき，
∫ ∞

−∞
e−ax2/2dx．

ii) nを自然数とするとき，
∫ ∞

−∞
x2ne−x2/2dx．

iii)

∫
�2

e−x2 + xy − y2
dx dy．

iv) nを自然数，aを正の実数とするとき，∫
�n

(x1 + x2 + · · ·+ xn)2e−a (x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n)/2dx1 dx2 · · · dxn．

問 3 ．　

i) nを自然数，pを 0 < p < 1を満たす実数とする．非負整数値の値をとる 2つの独立同分布
確率変数Xと Y があり，それぞれが従う分布は P[ Z = k ] = (1 − p) pk, k ∈ Z+を満たす
確率変数Zの従う分布（パラメータ pの幾何分布G(p)）に等しいとする．P[ X > Y + n ]

を計算して nと p以外の変数を使わない形で表した結果を答案用紙のおもて面に書け．
ii) Xと Y が独立確率変数で，Xは期待値がE[ X ] = 4を満たすポワッソン分布，Y は分散が

V[ Y ] = 9を満たすポワッソン分布とする．このとき，
X + Y は の 分布に従う．この文の空欄を講義に沿って適切に埋めたと
きに，下線部を（空欄を埋めた状態で，下線部全部を）答案用紙のおもて面に書け．

問 4 ．　
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問 1 (40=10*4)．　

i)
3

8
　【B = {(s1, s2, s3, . . .) ∈ Ω | (s1, s2, s3) = (1, 0, 0)} ∪ {(s1, s2, s3, . . .) ∈ Ω | (s1, s2, s3) =

(0, 1, 0)} ∪ {(s1, s2, s3, . . .) ∈ Ω | (s1, s2, s3) = (0, 0, 1)} 】
ii) P[ D ] =

∞∑
k=0

1

22k+1
=

2

3
　【D = {0 → −1} ∪ {0 → 1 → 0 → −1} ∪ {0 → 1 → 0 → 1 → 0 →

−1} ∪ · · · 】
iii) {(s1, s2, . . .) ∈ Ω | (s1, s2, s3) ∈ {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}}【最初の空欄は 4】
iv) ε2 1{n−1|Wn|�ε}

問 2 (40=10*4)．　

i)

√
2π

a
　【

∫ ∞

−∞
e−ax2/2dx =

1√
a

∫ ∞

−∞
e−y2/2dy =

√
2π

a
．　】

ii)
√

2π(2n − 1)!! 　【(i)の両辺を aで n回微分して a = 1とおいて (−2)n倍する．　】

iii)
2π√

3
　【問題文にある変数変換を積分変数変換として用いたのちにフビニの定理と (i)を用いると，∫

�2

e−x2 + xy − y2
dx dy =

∫
�2

e−(u2+3v2)/2du dv =
∫ ∞

−∞
e−u2/2du ×

∫ ∞

−∞
e−3v2/2dv =

2π√
3
．　】

iv)
n

a

(2π

a

)n/2

　【和の 2乗を展開して積分の線形性を用いて分解し各項にフビニの定理を用いて逐

次積分に直した上で，奇関数の積分が 0になることと (i)(ii)を用いると∫
�n

(x1 + x2 + · · · + xn)2e−a (x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n)/2dx1 dx2 · · · dxn

=
n∑

i=1

∫
�

x2
i e

−ax2
i /2dxi ×

(∫
�

e−ay2/2dy

)n−1

= n
1
a

(√
2π

a

)n

．

あるいは，各々がN(0, 1
a)に従う独立同分布確率変数列X1, . . . ,Xn を用いると∫

�n

(x1 + x2 + · · · + xn)2e−a (x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n)/2dx1 dx2 · · · dxn

= E[ (X1 + · · · + Xn)2 ] ×
(

2π

a

)n/2

= nV[ X1 ] ×
(

2π

a

)n/2

=
n

a
×
(

2π

a

)n/2

．　】

問 3 (20=10*2)．　

i)
pn+1

1 + p
　【Y のとりうる値について場合分けして，X と Y の独立性を用いると，

P[ X > Y + n ] =
∞∑

k=0

P[ X � k + n + 1, Y = k ] =
∞∑

k=0

P[ X � k + n + 1 ] × P[ Y = k ]

=
∞∑

k=0

pk+n+1 (1 − p)pk = pn+1(1 − p)
∞∑

k=0

p2k =
pn+1(1 − p)

1 − p2
=

pn+1

1 + p
　】

ii) X + Y は平均 13のポワッソン分布に従う　【Y はポワッソン分布に従う確率変数なので

V[ Y ] = E[ Y ]であり，ポワッソン分布に従う独立確率変数列の和は個々の期待値の和を平均とす
るポワッソン分布に従う．　】

問 4 (-10)．　 無記，誤記




