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ウェブを電子的な店舗とするインターネット小売業
などで，多数の商品などの流行度を反映するランキン
グ（順位）を表示することが見られる．流行度を反映
する，数学的にもっとも簡単な順位付けの数理モデル

を考えると，モデルの単純さに比べて驚くほど，実際
のランキングの時間変化の特徴を説明できる場合があ
る．この数理モデルの概要を紹介し，実際のデータを
当てはめた結果をとおして，商品の売上の分布のよう
な，通常は社外秘に属する情報を，ランキングという
公開されたデータだけから分析できる仕組みを説明

する．

キーワード：確率順位付け模型，流体力学的極限，
先頭に跳ぶ規則，ロングテール

1 Amazonのランキング．

インターネット上の通販サイトの一つ Amazon.co.jp
はインターネット書店の草分け的存在として出発し

た．サイト上で本を検索すると，その本についての紹
介と注文用のボタン（リンク）を含むページが表示
される．簡単のため以下では Amazon.co.jp の和書の
ページたちを「アマゾン書店」と呼ぶ．なお，本稿で
は，本の内容には一切興味がないので，「ページ」とい
うときは実際の本を開く話ではなく，ウェブブラウザ

で表示されるウェブページを指す．アマゾン書店の一
つのウェブ「ページ」が，町なかの書店店舗の陳列棚
にある本の一点に相当する．

アマゾン書店の各書籍のページの中程やや下に，ア
マゾン書店が「ランキング」と呼ぶ，順位を表す数値
がある．アマゾン書店は数百万ページ分の和書の表示
事項を用意しているので，ほとんどの本の順位は数十
万位から数百万位までの，各書籍それぞれの関係者以
外にはあまり意味がないと思われる巨大な，数値で

ある．このランキングの数値は，アマゾン書店の説明
（ヘルプのページ）や実際の観測によると，毎時 1回
変化する．すなわち，アマゾン書店のランキングは，
時々刻々の時間変化をほぼリアルタイムで見ることの
できる巨大な順位である．これは，インターネット時

代以前は日常で見ることの無かった特徴である．

アマゾン書店はランキングの具体的な計算方法を公
表していない．アマゾン書店の売上に基づいていて，
売上が多いほど数値が小さく（順位が上であり），最
近と過去の売れ行きを反映するという，誰もが当然視
する内容の追認が説明にあるだけである．最近と過

去の売れ行き，と説明しているが，観測によれば，最
近の売れ行き，言い換えると，流行度を順位づけてい
る，というのがおおかたの認識であろう．アマゾン書
店の売上に基づくから，多数の読者によるランダムな
注文が時々刻々の順位変化を定めることになる．

本稿はアマゾン書店のランキングのような流行を反
映する大規模な順位の時間変化を興味の対象とする．

2 確率順位付け模型．

ランキング，すなわち流行を反映する大規模な順位
の時間変化，の最も簡単なのモデルとして，確率順位
付け模型と呼ぶ多粒子系の確率過程を考える．本稿の
背景にある研究の主題は，この模型について流体力学
的極限に相当する解析を行うことである．得られた数

学的結果を実際のアマゾン書店のランキング等に応用
すると，たとえば，アマゾン書店がロングテール・ビ
ジネスと言えるか否かを分析できる．

以上について紹介するのが本稿の目的である．より
詳しい内容は，2011年 5月に出版した拙著 [3]をご参
照いただければさいわいである．原啓介さんによる 1
ページの書評 [2]も忙しい向きの参考になると思う．

2.1 先頭に跳ぶ規則．

「流行に応じた順位」の数学的にもっとも簡単な定
義は，「商品が売れるたびにその商品を 1位とするこ
と」である．

直前に 1位だった商品は 2位に繰り下げ 2位だった
商品は 3位などとすることによって順位の重複を解消
すれば，更新された重複や隙間のない順位を得る．こ
のアルゴリズムは先頭に跳ぶ規則と呼ばれて，古くか

ら研究されている [11]．
流行とは文字通り「最近もっとも売れている」と

いうことであろうが，数学的に単純化・理想化して，
まったく同時に 2点以上の商品が売れる確率は 0とす
ると，ある商品が売れたとき，その売れた時刻までの
『十分短い時間』を考えれば，その時間で売れたその

唯一の商品が一推しの流行となる．それまでどんなに
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人気が無くて順位が低い商品であっても，たまたま売
れた瞬間に流行度 1位とすることになる．
一方，購入者が不特定多数である状況を考えると，
順位が 1位に跳ぶ時刻の，すなわち商品が売れる時刻
の，もっとも簡単なモデルは，各商品毎に独立に，ポ
ワッソン確率過程に従うとすることである．このとき，
同時に 2点以上の商品が売れる確率は 0となるので，
数学的に矛盾のない定義になる．

一つの商品が単位時間当たり 1位に跳ぶ回数の期待
値をポワッソン過程の用語で強度と呼ぶが，ここでは
わかりやすくジャンプ率と呼ぶ．簡単のために強度を
定数として説明すると，ポワッソン過程とは，ジャン
プ率がwの商品が時刻 s以降時刻 tまでに k回 1位に
跳ぶ確率 P[ {k} ]が平均 a = (t − s)wのポワッソン
分布

P[ {k} ] = e−a ea k

k!

になり，異なる時間区間の跳ぶ回数は独立な確率変数
である確率過程を言う．

以上で「流行に応じた順位」の数学的に最も簡
単な定義がすんだ．これを確率順位付け模型と呼ぶ
[5, 6, 7, 8, 10, 9, 4]．なお，数理モデルの話をする間
は，商品と呼ばず，味気なく粒子と呼ぶ．
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図 1 確率順位付け模型の粒子の動きの例

図 1は確率順位付け模型の粒子の動きの一例であ
る．左端を 1位，右端を最下位と対応させ，個々の粒
子の名前（本のタイトル）を丸の中に書くことで図示
した．初期状態から粒子 1,2,1,3がこの順に 1位に跳
んだ例である．時間経過の後の並び方が最後に売れた
順になることもわかる．少し前は「積ん読」，もう少
し最近では「超整理法」として知られる原理とも同じ

である．このよく知られた原理を，アマゾン書店のラ

ンキングのような，流行度の順位付けのもっとも簡単
な数理模型として採用しようということである．
本稿では立ち入らないが，参考までに，確率微分方

程式を用いて確率順位付け模型の定義を書くと，ジャ
ンプ率が時刻や順位の関数になる場合も定義を拡張で

きる．N 個の粒子の系で，粒子 iの時刻 tにおける位
置（順位）をXi(t)，ジャンプ率を wj(Xi(t−), t)，と
置く．独立なN 個の強度が 1の一様なポワッソン過
程を νj, j = 1, 2, . . . ,N , また，事象 Aが成り立つ試
行に対して 1そうでないとき 0となる確率変数を 1A，
と書くと，確率順位付け模型の時間発展は

Xi(t) = xi +
N∑

j=1

∫

ξ∈[0,∞)
s∈(0,t]

1Xi(s−)<Xj(s−)

× 1ξ<wj(Xj(s−),s)) νj(dξds)

+
∫

ξ∈[0,∞)
s∈(0,t]

(1 − Xi(s−))1ξ<wi(Xi(s−),s)) νi(dξds),

i = 1, 2, . . . ,N, t � 0,

(1)
で定義される [9]．右辺第 1項 xiは粒子 iの初期位置，
第 2項は粒子 iより下位にいた粒子が 1位に跳んだた
め粒子 iの順位が下がること，第 3項は粒子 iが頻度

wiに応じてランダムに先頭X
(N)
i (t) = 1に跳ぶこと，

をそれぞれ表す．ジャンプ率の時刻依存性はたとえば
購買行動の昼夜差，位置依存性はたとえばランキング
上位いることによる宣伝効果，をそれぞれこの数理モ
デルで扱えることを意味する．本稿では (1)について
は割愛する．

2.2 ランキングの時間変化　－　理論．

先頭に跳ぶ規則は古くから研究されていたが，1つ
の粒子が先頭に跳ばない時間に順位をどのように下げ
ていくか，といった，時間変化を調べる視点は先行研
究の関心の中心ではなかったようだ．ウェブ時代以前
には巨大なランキングの時間変化が目に触れる機会が
無かったため，順位低下の様子を観測する応用上の機
会が乏しかったことも理由だろう．

ビッグヒット商品は順位が下がり始めてもすぐに注
文が入って 1位に跳ぶことになるので，商品が売れな
い時間の順位低下を観測するのは難しい．
これに対して，ロングテールとも呼ばれる「売れな

いその他大勢」の商品は，言い換えると大多数の普通

の商品は，売れない時間が長く，その順位は一般的な
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関心の対象にならない．まさにその時間依存性がここ
での興味の対象となる．
時刻 tまでに 1位に跳んだ粒子は一度も跳んでな
い粒子の左側に位置する（たとえば図 1参照）ので，
特に，両者を分ける仕切りの位置が存在する．これ

をXC(t)とおく．時刻 0に 1位にいた粒子を jとする
と，すなわち xj = 1とすると，jが 1位に跳ぶまでは
XC(t) = Xj(t)が成り立つ．ジャンプ率 wiたちが定
数のとき，次の命題が成り立つ．
命題 [5]．N が大きいとき，

1
N

(XC(t) − 1) は 1 −
1
N

N∑

i=1

e−witに近い． �

数学的には，両者の差がN → ∞の極限で 0に確率
1で収束するという命題である．言い換えると初期時
刻に 1位の粒子の位置は，次に 1位に跳ぶまでの間は

Xj(t) ∼ 1 +
N∑

i=1

(1 − e−wit) (2)

と（命題の意味で）近似できる．左辺は確率変数だが
右辺は決定論的であることに注意．この命題は，確率

変数が決定論的な数に近づくという，粒子数について
の大数の法則である．
ジャンプ率が時間の関数 wi(t)の場合でも，命題や

(2)において右辺指数関数の肩を

wit �→
∫ t

0
wi(s) ds

と置き換えれば命題は成り立つ [8]．あらわに決定論的
な公式が得られる理由は，(2)が成り立つ数学的な仕
組みが独立確率変数の大数の法則だからである．ジャ
ンプ率が位置の関数の場合は従属確率変数なので数学
的な理屈はたいへん複雑になるが，この場合も大数の

法則が成立することも最近分かった [9]．
数学的にも応用上も興味があるのは，ジャンプ率が，
すなわち単位時間当たりの購入頻度が，商品によって
異なる場合である．アマゾン書店の本は，ビッグヒッ
トからロングテールとも呼ばれる「売れないその他大
勢」の商品まで，平均的な売れ行きが単一ではなく分

布する．ランキングの時間変化だけからその分布を推
測できるか，という問題に肯定的に答えることがで
きる．
値 cに集中した単位分布（度数分布において，cを
含む区画に 1単位の升を描くことの数学的理想化）を
δcと書くと，ジャンプ率wi, i = 1, 2, . . . ,N , の分布は

λN =
1
N

N∑

i=1

δwiと書ける．この記号を用いると (2)の

右辺の和は，N

∫ ∞

0
(1 − e−wt)λN (dw) と書ける．

応用上は，λN は，たとえばアマゾン書店が並べて
いる本の平均的な時間当たりの売上の分布である．こ
れが，N を大きくした極限である分布 λに近づく（数

学的には，弱収束する）ならば，(2)はさらに

Xj(t) ∼ N

∫ ∞

0
(1 − e−wt)λ(dw) (3)

と近似できる．（重要ではない 1は省略した．）すなわ
ち，商品のランキングの時間変化は，商品の売上の分
布のラプラス変換として売上の情報を与える．特に右
辺が jと無関係なことに注意をお願いしたい．順位が
下がる間の動きは，どの商品のランキングの時間変化

も同一である．売れる商品と売れない商品のランキン
グの時間変化の違いは，(3)という共通の順位低下の
流れからの離脱が早い（すぐ売れる）か，なかなか売
れないか，の違いである．

2.3 ランキングの時間変化　－　データ．

ここまで，流行度を反映する数学的にもっとも単純
なモデルを紹介してきた．単純な数理モデルなので，

1冊売れただけで 1位という顕著な特徴が，たとえば
アマゾン書店のランキングの振る舞いの良い近似にな
る保証はない．
『売れない専門書が一冊売れただけで一位になり，
その後他の本が売れて順位を追い越すまでしばらく上
位を占め続けるならば，ランキングの意味をなさな

い』という疑問が当然生じる．
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図 2 アマゾン書店のランキングの時間変化の例

実際のアマゾン書店のある本のランキングの時間変
化のデータをグラフにしたのが図 2である．横軸は時
刻を表し，全体で約一年の長さである．縦軸はランキ

ングを表し，数字の小さいほうが下というグラフの
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通常の描き方に従って図の上のほうが低順位である．
縦軸の一番上の端が約 80万位である．データ点の濃
淡は，初期のデータ収集が著者の人力によっていたた
め，多忙で記録できないことを反映する．前小節で指
摘したように，図 2は 1点の本を任意に選んで順位変
化を追いかければ良い．帆船の帆のような湾曲した曲
線の形はどの本を選んだかによらない．（やや皮肉なこ
とだが，人気の無い本を選んだほうが軌道の形状が長
時間観測できるので研究上は望ましい．）

一目瞭然，順位が悪化する（数値が増える）ときは，
帆船の帆のような，ほぼなめらかな，上に凸な増加曲

線に沿って変化し，順位が改善するときは一気に横軸
付近まで跳ぶ．順位の一気の改善がアマゾン書店にお
けるその本の注文行動に対応することは，人気のない
専門書を注文して２時間ほど順位の変化に注目すれば
すぐにわかる．こうして，確率順位付け模型という，
数学的にもっとも単純な順位付けのモデルの特徴が，

実際のアマゾン書店のランキングの観測事実として実
在することがわかる．
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図 3 理論曲線のあてはめ

確率順位付け模型という数学的な単純さを追求した
モデルが意外に複雑な現実のデータの特徴を説明して
いることがわかったので，もう一歩踏み込んでデータ
を理論式 (3)に統計的に当てはめてみる．

式 (3)によると，確率順位付け模型に基づく順位の
時間変化（理論曲線）はジャンプ率の分布 λが分かれ
ば求まる．アマゾン書店で言えば，書店が用意する本
たちそれぞれの平均的な売上を本について集計した売
上分布が λである．しかし，商品の売上分布のような
情報は，店の経営陣は直接的に把握できるが，社外秘

に属するので著者にはわからない．そこで，数学の道
筋とは逆に，図 2の実測データを (3)に統計的に当て
はめることで，アマゾン書店の売上分布 λを推測する
ことを考える．

数学的にもっとも単純なモデルを考えたので，λも

できるだけ単純な分布を選ぶ．アマゾン書店がロング

テールビジネスの草分け的存在として注目されること
があることを考えて，λとして（一般化）パレート分
布（離散版 λN として一般化ジップの法則）を選ぶ：

λ([w,∞)) =
( a

w

)b
, w � a. (4)

aと bは正定数である．理論分布 (4)を (3)に代入す
ると

Xj(t) ∼ N − Nb(at)bΓ(−b, at)) (5)

と，不完全ガンマ関数 Γ(z, p) =
∫ ∞

p
e−xxz−1 dx を用

いて理論曲線が求まる．図 2のデータを用いてパラ
メータN , a, bを求めることで，

(N, a, b) = (8 × 105, 5 × 10−4, 0.77) (6)

を得た．N は書籍点数，aは時間の逆数，bは次元を
持たない指数である．これを用いて理論曲線を図 2の
実際のデータに重ねたのが図 3である．思い切り単純
な数理モデルにしては，定量的にも現実のランキング

のデータをよく説明する，と考える．

3 アマゾンはロングテールに非ず．

世にあるほとんどの本はめったに売れない．数百万
点におよぶ和書のうち，町なかの普通の規模以下の書
店が扱うのは一握りのビッグヒットである．
他方，ビッグヒットを除く個々の本はめったに売れ

なくても，そのような本はきわめて多数あるので，合
計すれば経営上無視できない売上をもたらすのではな
いか，というのがロングテールビジネスの可能性で
ある．ウェブ小売業以前は商品陳列のためのコストが
高かったので，どのみち多数の商品を置くことはでき
ず，ビッグヒット依存型の商売しかありえなかったの

に対して，アマゾン書店を含むウェブ小売業は，ウェ
ブページによる「商品陳列」を行うことから，商品一
点ごとのコストが大幅に下がり，ロングテールビジネ
スの可能性が現実的な検討課題になった．
アマゾン書店は，ロングテールビジネスの草分け

的存在として注目されたことがある [1]．多数の本の
ページを持つアマゾンは，めったに売れない多数の本
の売り上げが無視できないかもしれない．この可能性
を検証するためには，アマゾン書店における本の売上
の分布を知る必要がある．商品の売上分布のような情
報は，店の経営陣は直接把握できるが，社外秘に属す

る．ところが，ランキングという公開情報だけを用い
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図 4 ロングテールの売上への寄与と指数 b

ることで得た (4)と (6)は，まさにアマゾン書店の売
上分布（の近似）である．つまり，アマゾン書店がロ
ングテールビジネスであるか否かを部外者でありなが
ら分析できる．

図 4は横軸によく売れる順に商品を並べ，縦軸にそ
れぞれの商品の売上をとったときの売上曲線の概念
図である．縦軸に平行な線と売上曲線が囲む面積が，
対応する商品たちからの売上への寄与を表す．ロング
テールの寄与は，図の左端付近にある一握りのビッグ

ヒットを除いた，図の右のほうの面積となる．パレー
ト分布族 (4)の場合は，全体の売上の中でロングテー
ルが占める割合を決めるのは指数 bである．bが小さ
いとき図 4の左図のように，裾野に比べてビッグヒッ
トの寄与が圧倒的であり，bが大きいときは右図のよ
うにロングテールが無視できない．N が大きいとき，

ロングテールの売上への寄与が全売上の中で無視でき
るかどうかは bが 1より大きいか小さいかが判定基準
となることがわかる．データを当てはめた結果 (6)か
ら b < 1とわかったので，アマゾン書店の場合はロン
グテールの売上は無視できる．アマゾンはロングテー
ルに非ずということである．

アマゾンのランキングから bを求める先行研究に
b > 1と結論しているものが複数見られたが，本稿で
紹介した確率過程の考察を経ておらず，ランキングの
時間変化についての粗雑な解釈に基づく誤った結論で

ある．アマゾン書店は，その膨大なカタログのページ
数にもかかわらず，売上の事実上全てを一握りのビッ
グヒットが支えている．

以上は理論の枠組みのうちでもっとも単純な部分の

紹介である．より立ち入った応用上の興味としては，
たとえば，ジャンプ率に時刻依存性を入れることで，
活動の昼夜差をランキングの動きだけから分析する
ことができる．直感的には，人々の購入活動が活発な
らば 1位になる商品が素早く入れ替わるので，購入さ
れない商品の順位の下がり方は激しくなる．巨大掲

12:00 18:00 00:00 06:00 12:00

図 5 2ch.netのスレッド一覧に見る活動の昼夜差

示板 2ch.netのスレッド一覧のデータを詳細に分析し
たところ，図 5のように，夜間真夜中までの活動が活
発で，真夜中を過ぎて未明の時間帯は動きが鈍い，と
いう結果を得た [8, 3]．この傾向はアマゾン書店でも
見ることができる．ネット活動が昼夜逆転していると
いったことは無さそうである．

4 流体力学的極限．

本稿を終える前に，この数理モデルに対する数学的
な興味を少し紹介したい．確率的な順位付けの模型を

考えたため順位の上位に売れない本が来ることもあれ
ば，本来ならよく売れるはずの本が下位にいることも
ある．しかし，概してビッグヒットは一時的に順位を
下げてもすぐ売れて上位に戻るし，売れない専門書は
1冊売れて 1位になっても次の幸運がなかなか無いの
で，多くの時間は下位にとどまる．本の点数N が大

きくなれば大数の法則によってこの傾向は安定するこ
とが期待できる．これを数学的にとらえるために粒子
の位置とジャンプ率の結合経験分布

µ
(N)
t =

1
N

N∑

i=1

δ((Xi(t)−1)/N,wi)

を考えると，初期状態の収束 lim
N→∞

µ
(N)
0 = µ0 の下で，

任意の時刻での収束 lim
N→∞

µ
(N)
t = µt が成り立つ [5]．

このことはジャンプ率が時空依存性を持つ一般の (1)
で成り立ち [8, 9]，さらに各点毎の収束だけでなく確
率過程としての収束も成り立つ [8, 10, 9]．有限粒子系
の分布 µ

(N)
t はランダム（分布値確率過程）だが，極

限 µtは決定論的であって，その分布関数は，inviscid
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Burgers型に似た，ある 1階準線形偏微分方程式の解
として特徴づけられる [6, 8, 9]．
ミクロな視点では多数の粒子がランダムに運動する
系が，マクロな視点ではなめらかで決定論的な連続体
の運動に見える．この意味で分子運動と流体の流れの

二つの描像を結びつける流体力学極限に似る．数学的
にはそのもっとも簡単で非自明な例題を発見したと位
置づけられるだろう．

本稿で紹介した研究は，純粋に数学的なモデルの数
学的な結論を当てはめることによって，ランキング
という限られたデータだけからロングテール・ビジネ
スの成立不成立という経営上も興味深い情報を得る．
もちろん「中の人」にとっては直接入手できる情報だ

が，通常は社外秘に属するであろう経営上の貴重な情
報を，ランキングという公開された情報だけから合法
的に分析できる．
また，経営側にとっても，実はロングテール部分の
個々の商品の平均売上を正確に計測することはできな
いので，たとえばリストラの際に扱う商品を大きく減

らす必要が生じたときに切る商品の選択の合理的判
断が難しい．これに対して，流体力学的極限の結果か
ら，ロングテールビジネスが不成立でビッグヒット依
存型の場合は，たとえばある任意の時刻のランキング
において下位の商品を切るという単純な方法が経営上
十分良いことが分かる．数学的な深い議論も現実の問

題と関わりがある．
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