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測度論の練習問題（大学院入学試験問題）
２．可測関数と積分（補遺）

第２章への補遺．

���� 	
�� 広島大 �
．	��� � �
 は有限測度空間， � � �� � は可測関数とする．正整数 � に対
して �� � �� � � � ��	�
� � �� とおくとき，次を示せ．

	�
 � が �上で可積分であるための必要十分条件は
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���

�	��
 �� である．

	�
 � が �上で可積分ならば ���
���
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���� 	
�� 金沢大 �
．	��� � �
 を有限測度空間， ���� を ��可測な集合列，���� を � で定義さ
れた実数値 ��可測関数の列とする．次のことを示せ．
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	�
 正数列 ���� があって
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���

��� � � � ���	�
� 	 ��� ���

	�
 正数列 �
�� があって
��
���


���	�
 はほとんど全ての � で収束する．

���� 	�� 神戸大 �
．� � ��� ��� � � � は全て � から � への可測関数とするとき次の２つを証明せよ．

	�
 � が可積分，かつ，ある � 	 � に対して ��	�
� 	� � ������� を満たすならば，任意の � 	 �

に対して �� �� も可積分である．
	�
 ��� � � �� が全て可積分で，かつ，ある � 	 � があって ���	�
� 	� � ������� 
� � �� が成り

立っているものとする．いま， � が可積分で ���
���

�
�

���	�
� �	�
� 
� � � が成り立っている

とすると，上の � に対して ��	�
� 	� � ������ が成り立ち，さらに，任意の � 	 � に対して
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���	�
� �	�
�� 
� � � が成り立つことを証明せよ．

���� 	�� 大阪市大 ��
．���	�
� は ���	�
� 	 �� を満たす �上の可測関数の族とする．
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であることを示せ．

���� 	
�� 東工大 �
．	��� � �
 を測度空間で �	�
 �� とする．このとき
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を示せ� ．

��	� 	
�� 新潟大 ��
．������� を確率変数列とするとき，次の問に答えよ．
� 右辺は，������ �� � ������� なる � （本質的上界）の下限を表す
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	�
 各 � 	 � に対して
��
���

�� !" ���� � � # �� を満たすとき �� � �� ���� ���� 	概収束
� が

成り立つことを示せ．

	�
 全ての � � 
 に対して�� !" �� � �$� # �
�

��
� ���� !" �� � ��

�

�
# を満たすとき，	�


の結果を用いるとどのような結論が得られるか．


