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測度論の練習問題（大学院入学試験問題）
５．収束定理 (2)

いくつかの用語の定義は，この問題集の第４章までの各章および各節の冒頭の用語の定義を参照．
いまさらだが，表題・分類や配置は暫定的な目安であって，学習上最適とは限らない．

概収束．

[1] (H1 東工大 8)．ΩN を Ω = [0, 1] の N 個の直積空間とする．Ω のボレル集合族を定義域とする
ルベーグ測度を考え，その N 個の直積測度として得られる ΩN 上の確率測度を P[ · ] と書く．そ
のとき次のことを示せ．

lim
N→∞

P[ {(ω1, · · · , ωN ) ∈ ΩN | 1
N

N∑

i=1

ωi
−1/3 < 100} ] = 1 .

[2] (H9 大阪市大 D3)．確率空間 (Ω,F , P )上の実確率変数 Xn が E[ |Xn| ] ≤ C （ただし C は n

に無関係な定数）を満たしているとき，

P[ lim
n→∞ 2−n/k|Xn| = 0 (k = 1, 2, · · ·) ] = 1

であることを示せ．

[3] (H1 名大 3)．{fn}, n = 1, 2, 3, · · ·, は実変数実数値の可測可積分かつ非負な関数列で

lim
n→∞

∫

R
fn(x) dx = 0

を満たす．このとき，ほとんど全ての x ∈ R に対して lim
n→∞ fn(x) = 0 と言えるか？

[4] (H1 大阪市大 D1)．実数値確率変数列 Xn, n = 1, 2, · · ·, について，以下の各々の条件の下で，
確率 1 で lim

n→∞Xn = 0 となることを証明せよ．

(1)
∞∑

n=1

E[ |Xn|2 ] <∞ .

(2) E[ Xn
2 ] ≤ 1

n
かつ P[ |Xn+1 −Xn| ≤ 1

n
] = 1, n = 1, 2, · · · .

[5] (H2 大阪市大 D2)．確率変数列 {Xn}, n = 1, 2, 3, · · ·, に対して ε > 0 が存在して

sup
n≥1

n1+εE[ |Xn| ] <∞

ならば，
(∗) P[ lim

n→∞Xn = 0 ] = 1
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となることを証明せよ．また， sup
n≥1

nE[ |Xn| ] < ∞ を満たす確率変数列 {Xn}, n = 1, 2, 3, · · ·, で
(*) が成り立たない例を示せ．

Lp 収束．

[6] (H4 学習院大 6)．f , g, gn, n = 1, 2, 3, · · ·, は区間 (0, 1) で定義されたルベーグ可測関数で，

(i)
∫ 1

0
|f(x)|2 dx <∞,

(ii) |gn(x)| ≤M , x ∈ (0, 1), (M は定数),

(iii) lim
n→∞

∫ 1

0
|gn(x) − g(x)|2 dx = 0,

を満たすものとする．このとき

lim
n→∞

∫ 1

0
|(gn(x) − g(x)) f(x)|2 dx = 0

であることを証明せよ1 ．

[7] (H4熊本大 1)．{fn}∞n=1 は
∫

R
|fn(x)|2 dx = 1を満たす R上の関数列とする．次の問に答えよ．

(1) R上の任意の２乗可積分2 関数 g に対して {fn}∞n=1 の適当な部分列 {fnj}∞j=1 を選べば，極限

lim
j→∞

∫

R
fnj(x) g(x) dx が存在することを示せ．

(2) R上の任意の２乗可積分関数 g に対して lim
n→∞

∫

R
fn(x) g(x) dx = 0 となる {fn}∞n=1 の例を挙

げよ．

[8] (H2 熊本大 1)．{fn} を測度空間 (Ω,F , μ)上の２乗可積分関数の列とし，sup
n≥1

∫

Ω
|fn|2 dμ <∞

とする．このとき，任意の可測集合 E ∈ F に対して lim
n→∞

∫

E
fn dμ が存在するならば，Ω上の任意

の２乗可積分関数 g に対して lim
n→∞

∫

Ω
fn g dμ が存在することを示せ．

[9] (S62 岡山大 B1)．{fn}∞n=1 を， R 上のルベーグ積分可能な関数列で lim
n,m→∞

∫

R
|fn(x) −

fm(x)|dx = 0 とすれば3 ， lim
n→∞

∫

R
|fn(x) − f(x)|dx = 0 を満たす関数 f が存在することを証

明せよ．

[10] (S63 学習院大 7)．f , fn (n = 1, 2, 3, · · ·) は (0, 1)上で定義されたルベーグ可測な実数値関数
であるとし，α は α < 1 を満たす実数とする．

(1) f(x) ≥ log(xα), 0 < x < 1, ならば
∫ 1

0
e−f(x) dx <∞ であることを示せ．

(2) fn(x) ≥ log(xα), 0 < x < 1, n = 1, 2, 3, · · ·, かつ， lim
n→∞

∫ 1

0
|fn(x) − f(x)|dx = 0 ならば

lim
n→∞

∫ 1

0
|e−fn(x) − e−f(x)| dx = 0 であることを証明せよ．

1 結論の被積分関数が 2乗ではなく 1 乗ならばシュワルツの不等式の問題だが，そうすると条件 (ii)が不要になるの
で，題意はシュワルツの不等式ではない．もっとも，仮定も結論も 2乗ではなく 1乗で書いても良いと思うので，2乗で
出題した意図は私には分からない．

2

∫

R

|g(x)|2 dx < ∞ ということ．
3 lim

N→∞
sup
n≥N

sup
m≥N

|Xn,m| = 0 のことを lim
n,m→∞

Xn,m = 0 と書くらしい．
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[11] (H5 広島大 6A)．E がユークリッド空間 RN のルベーグ可測集合で有限な測度をもつとき次
を示せ．

(1) E に含まれる閉集合 F に対して gk(x) =
1

1 + k d(x,F )
, x ∈ E, k = 1, 2, · · ·, とおくと

lim
k→∞

∫

E
|gk(x) − χF (x)|dx = 0

但し， d(x,F ) は x と F との距離．

(2) f が E上のルベーグ可積分関数ならば lim
n→∞

∫

E
|fn(x) − f(x)|dx = 0 を満たす E上の連続関

数の列 {fn}∞n=1 が存在する．

測度収束（確率収束）．

[12] (H7 熊本大 8)．確率変数列 Xn, n = 1, 2, 3, · · ·, の確率変数 X への２種類の収束を定義する：

確率収束：任意の ε > 0 に対して lim
n→∞P[ |Xn −X| > ε ] = 0 .

概収束：P[ lim
n→∞ |Xn −X| = 0 ] = 1 .

以下の問に答えよ．

(1)確率変数列 {Xn} が lim
n→∞P[ |Xn −X| > 1

n
] = 0 を満たせば確率収束することを証明せよ．

(2) {Xn} が概収束すれば確率収束することを証明せよ．

[13] (S60 山形大 9)． (Ω,F , μ) を有限測度空間，f , f1, f2, · · ·, g, を， Ω のほとんどいたるとこ
ろで有限な可測関数とする．任意の ε > 0 に対して

lim
n→∞μ({x ∈ Ω | |fn(x) − f(x)| ≥ ε}) = 0

のとき， fn
μ→ f と書く．以下を示せ．

(1) fn
μ→ f かつ f = g, a.e., ならば fn

μ→ g である．
(2) fn

μ→ f かつ fn
μ→ g ならば f = g, a.e., である．

(3) fn
μ→ f となるための必要十分条件は

lim
n→∞

∫

Ω

|fn(x) − f(x)|
1 + |fn(x) − f(x)| dμ(x) = 0

が成り立つことである．
(4) fn → f (n→ ∞), a.e., ならば fn

μ→ f である．

[14] (H2 お茶大 1)．(Ω,F , P ) を確率空間とする．{fn}n∈N は Ω上で定義された F–可測な実数
値関数の列とする．このとき次の２つの条件は同値であることを示せ．

(i) (∀ε > 0)∃n0; n ≥ n0 なる n について P ({ω ∈ Ω | |fn(ω)| > ε}) < ε が成り立つ．

(ii) lim
n→∞

∫

Ω

|fn|
1 + |fn| dP = 0 .

[15] (H3 熊本大 1)．fn (n = 1, 2, 3, · · ·), f をそれぞれ有限測度空間 (Ω,F , μ)上の実数値可測関数
とする．このとき，次のことを示せ．
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(1)次の２つは同値である．
(a)任意の ε > 0 に対して lim

n→∞μ({x ∈ Ω | |fn(x) − f(x)| > ε}) = 0 .

(b) lim
n→∞

∫

Ω

|fn(x) − f(x)|
1 + |fn(x) − f(x)| dμ(x) = 0 .

(2) lim
n→∞ fn(x) = f(x), μ–a.e., ならば上の条件を満たす．

[16] (H7 岡山大 B1)．(Ω,F , μ) を μ(Ω) < ∞ なる測度空間，{fn}n≥1 を Ω のほとんどいたると
ころで収束する関数列とする．このとき次の３つが同値であることを示せ．

(i) lim
n→∞ fn(x) = 0, μ–a.e..

(ii) lim
n→∞

∫

Ω

|fn(x)|
1 + |fn(x)| dμ(x) = 0 .

(iii) 任意の ε > 0 に対して lim
n→∞μ({x ∈ Ω | |fn(x)| > ε}) = 0 .

[17] (H7 千葉大 8)．X を [0, 1]上有限値をとるルベーグ可測関数の集合とし， f ∈ X に対して
‖f‖ =

∫ 1

0

|f(x)|
1 + |f(x)| dx とおく．

(1) fn ∈ X , n = 1, 2, · · ·, f ∈ X に対して lim
n→∞ fn(x) = f(x), a.e., ならば lim

n→∞ ‖fn − f‖ = 0 を
示せ．

(2)次の２つは同値であることを示せ．
(a)ルベーグ測度を μと書くとき，どんな正数 δ に対しても lim

n→∞μ({x ∈ [0, 1] | |fn(x)−f(x)| >
δ}) = 0 .

(b) lim
n→∞ ‖fn − f‖ = 0 .

[18] (H6 広島大 6B)．(Ω,F , μ) を測度空間とし，μ(Ω) < ∞ とする．関数 f , f1, f2, · · ·, は全て
Ω上の実数値可測関数とする．ρ(fn, f) =

∫

Ω

|fn(x) − f(x)|
1 + |fn(x) − f(x)| dμ(x) とおく．次を示せ．

(1)任意の ε > 0 に対して lim
n→∞μ({x ∈ Ω | |fn(x) − f(x)| > ε}) = 0 となるための必要十分条件は

lim
n→∞ ρ(fn, f) = 0 となることである．

(2) lim
n→∞ fn = f , a.e., ならば，任意の ε > 0 に対して lim

n→∞μ({x ∈ Ω | |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0 が
成り立つ．

[19] (H4 九大 6)．閉区間 [0, 1]上の非負ルベーグ可測関数の全体を B+ で表す．写像 T : B+ → R

を次式で定める： T f =
∫ 1

0

f(x)
1 + f(x)

dx . 以下の問に答えよ．

(1) μ で [0, 1]上のルベーグ測度を表す．任意の f ∈ B+ と ε > 0 に対して次式が成り立つことを
示せ．

μ({x ∈ [0, 1] | f(x) > ε}) ≤ 1 + ε

ε
T f .

(2) {fn} ⊂ B+ は次の２条件を満たすとする．
(a) lim

n→∞ T fn = 0,

(b)可積分関数 ψ ∈ B+ が存在し，全ての n について fn ≤ ψ が成り立つ．
任意に ε > 0 を固定し， E(n) = {x ∈ [0, 1] | fn(x) > ε} とおく．このとき

lim
n→∞

∫

E(n)
fn(x) dx = 0
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となることを示せ．

(3)上の２条件を満たす {fn} ⊂ B+ をとる．このとき lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx = 0 となることを示せ．

[20] (H2 山形大 8)．X を閉区間 [0, 1]上の実数値ルベーグ可測関数の全体とし，μ を [0, 1]上のル

ベーグ測度とする．各 f ∈ X に対し，‖f‖ =
∫ 1

0

|f(x)|
1 + |f(x)| dμ(x) とおく．このとき，次のことを

示せ．

(1) φ(x) =
x

1 + x
は x ≥ 0 で単調増加関数である．

(2) f, g ∈ X に対し ‖f + g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖ が成立する．
(3) {fn}∞n=1 ⊂ X かつ f ∈ X とする．このとき lim

n→∞ ‖fn − f‖ = 0 となる必要十分条件は，任意
の正数 ε に対し， lim

n→∞μ({x ∈ [0, 1] | |fn(x) − f(x)| ≥ ε}) = 0 である．
(4)実数列 {αn}∞n=1 が α に収束し，さらに lim

n→∞ ‖fn − f‖ = 0 ({fn}∞n=1 ⊂ X , f ∈ X ) ならば，
lim

n→∞ ‖αnfn − αf‖ = 0 である．

[21] (H3 広島大 6)．{fn}∞n=1 を [0, 1]上の可測関数列で lim
n→∞ fn(x) = 0, a.e., とする．任意の正数

α と自然数 n に対して Aα,n = {x ∈ [0, 1] | |fn(x)| ≥ α} とおく．次を示せ．

(1) μ(Aα,n) ≤ 1 + α

α

∫ 1

0

|fn(x)|
1 + |fn(x)| dx かつ lim

n→∞μ(Aα,n) = 0 . 但し，μ はルベーグ測度を表す．

(2)任意の ε > 0 に対して δ > 0 が存在して

E ⊂ [0, 1], 可測, μ(E) < δ, =⇒ sup
n≥1

∫

E
|fn(x)|dx < ε

が成り立つとする．このとき，ある n0 = n0(α) が存在して， sup
n≥n0

∫

Aα,n

|fn(x)|dx ≤ α かつ

sup
n≥n0

∫

Aα,n
c
|fn(x)|dx ≤ α となる．但し，Aα,n

c は Aα,n の補集合を表す．

[22] (S61 広島 9)．確率変数 Xn (n = 1, 2, · · ·) が平均 θn，分散 σn
2 を持つとき，次を示せ．

(1)任意の ε > 0 と実数 a に対して P[ |Xn − a| ≥ ε ] ≤ 1
ε2

E[ (Xn − a)2 ] .

(2) θn, σn
2 が lim

n→∞ θn = θ, lim
n→∞σn = 0, を満たすとき， Xn は θ に確率収束する．即ち，任意の

ε > 0 に対して lim
n→∞P[ |Xn − θ| ≥ ε ] = 0,.

(3) h が x = θ で連続な関数であるとき， (2) の仮定の下で h(Xn) は h(θ) に確率収束する．

弱収束．

[23] (S63 都立大 6)．μ, μn, n = 1, 2, 3, · · ·, は，位相空間 Ω のボレル集合族 B上の有限測度で，
μ(∂B) = 0 (∂B は B の境界) となる全ての B ∈ B に対して lim

n→∞μn(B) = μ(B) を満たしている．
このとき，次のことを示せ．

(1) f を Ω上の実数値連続関数とし，A = {t ∈ R | μ(f−1({t})) > 0} とすると，
(a) A は可算集合である．
(b) s, t 
∈ A ならば μ(∂f−1([s, t))) = 0 .

(2) f を Ω上の実数値有界連続関数とすると， lim
n→∞

∫

Ω
f dμn =

∫

Ω
f dμ .
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[24] (H1 阪大 10)．φn, n = 1, 2, · · ·, は R上のルベーグ可積分関数で φn(x) ≥ 0, x ∈ R, かつ∫

R
φn(x) dx = 1 を満たすものとし， R上の非負な可積分関数 φ が存在して，任意の f ∈ C0(R)

に対して
lim

n→∞

∫

R
f(x)φn(x) dx =

∫

R
f(x)φ(x)dx

が成り立っているとする．但し， C0(R) は R上の連続関数で有界な台を持つもの全てを要素とす
る集合を表す．

(1) t > 0 に対して σn(t) =
∫ t

−t
φn(x) dx, σ(t) =

∫ t

−t
φ(x)dx とおくとき， lim

n→∞σn(t) = σ(t),

t > 0, を示せ．

(2)
∫

R
φ(x)dx ≤ 1 を示し，さらに

∫

R
φ(x)dx < 1 となる φn, n = 1, 2, · · ·, の例を挙げよ．

(3) μ(t) = inf
n≥1

σn(t), t > 0, とおく．次の２つが同値であることを示せ：

(a) lim
t→∞μ(t) = 1 .

(b)
∫

R
φ(x)dx = 1 .

[25] (H1 九大 5)．{μn}, n = 1, 2, 3, · · ·, を R上の確率測度の列で，ある p > 0 で

sup
n≥1

∫

R
|x|p dμn(x) <∞

を満たすものとする．p′ を 0 < p′ < p を満たす実数とする．

(1)任意の ε > 0 に対して sup
n≥1

∫

{x∈R||x|≥K}
|x|p′ dμn(x) < ε を満たす正数 K が存在することを

示せ．

(2) {μn} がある確率測度 μ に弱収束するとき，
f(x)

1 + |x|p′ が有界となるような R上の連続関数 f

に対して
(∗) lim

n→∞

∫

R
f dμn =

∫

R
f dμ

が成り立つことを示せ．但し， {μn} が μ に弱収束するとは，全ての有界連続関数 f に対し
て (*) が成立することである．

法則収束．

[26] (H9 東工大 7)．区間 [0, 1]上の実数値ボレル可測関数列 fn, n = 1, 2, 3, · · ·, と実数値ボレル可
測関数 f に関する条件

(*) R上の全ての有界連続関数 F に対して lim
n→∞

∫ 1

0
F (fn(x))dμ(x) =

∫ 1

0
F (f(x))dμ(x),

を考える．ここで μ は [0, 1]上のルベーグ測度を表す．

(1) fn → f , n→ ∞, μ–a.e., ならば (*) が成り立つことを示せ．

(2) lim
n→∞

∫ 1

0
|fn(x) − f(x)|dμ(x) = 0 ならば (*) が成り立つことを示せ．

[27] (H8 神戸大 5)．(Ω,F ,P) を確率空間， Xn, n ≥ 1, X をそれぞれ (Ω,F ,P)上の実数値確率
変数で， Xn は X に確率収束するものとする．このとき以下の問に答えよ．
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(1) f を R上の有界かつ一様連続な関数とするとき，

(∗) lim
n→∞E[ f(Xn) ] = E[ f(X) ]

を示せ．
(2) f が R上の有界連続関数というだけでも (*) が成り立つことを示せ．

一様可積分性．

[28] (H3 新潟大 13)．確率変数列 Xn, n = 1, 2, 3, · · ·, は確率空間 (Ω,F , P ) で定義され，ある定
数 α > 1 と K > 0 に対して E[ |Xn|α ] ≤ K, n = 1, 2, 3, · · ·, を満たすならば，Xn, n = 1, 2, 3, · · ·,
は一様可積分であることを示せ．但し，Xn, n = 1, 2, 3, · · ·, が一様可積分であるとは

lim
a→∞ sup

n≥1
E[ |Xn|χ|Xn|≥a ] = 0

が成り立つことである．

[29] (H9 千葉大 9)．(Ω,F ,P) を確率空間， X, X1, X2, · · ·, をその上の確率変数， E[ · ] を P に
対する期待値とする．

(1)定数 p > 1 に対して次を示せ．

P[ |X| ≥ x ] ≤ E[ |X|p ]
xp

, (x > 0) .

(2)定数 p > 1 に対し，E[ |Xn|p ] ≤ 1, (n = 1, 2, · · ·), ならば

(*) lim
a→∞ sup

n
E[ |Xn|; |Xn| ≥ a ] = 0

を示せ．ただし，E[ |X|; A ] =
∫

A
|X(ω)|P(dω), A ∈ F，とする．

(3) (*) ならば sup
n

E[ |Xn| ] <∞ を示せ．

[30] (S63 神戸大 5)．(Ω,F , P ) を確率空間とする．

(1) X, Y が非負かつ可積分な確率変数のとき Z = max{X,Y } とおく．このとき，任意の a > 0
に対して ∫

{Z>a}
Z dP ≤

∫

{X>a}
X dP +

∫

{Y >a}
Y dP

が成り立つことを示せ．また，X1, · · · ,Xn が非負かつ可積分のとき Z = max{X1, · · · ,Xn} と
おくとき4 ，上の式はどのように拡張されるか．

(2) X1,X2, · · ·, が可積分な確率変数で，条件

(A) lim
a→∞ sup

n≥1

∫

{|Xn|>a}
|Xn| dP = 0

を満たすならば， lim
n→∞

∫

Ω

1
n

max
1≤m≤n

|Xm| dP = 0 が成り立つことを証明せよ．

4 原文は min となっているが，max の誤植と判断した．
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[31] (H4 奈良女大 V)．(Ω,F , μ) を有限測度空間， {fn}∞n=1 を Ω上で定義された F–可測関数の列

とし， En(a) = {x ∈ Ω | |fn(x)| ≥ a} とおく． lim
a→∞ sup

n∈N

∫

En(a)
|fn| dμ = 0 かつ lim

n→∞ fn(x) = f(x),

a.e.–x ∈ Ω, ならば
∫

Ω
|f | dμ <∞ であることを示せ．

[32] (H7 千葉大 9)．確率空間 (Ω,F , P )上の確率変数列 Xn, n = 1, 2, 3, · · ·, が次の条件 (*) を満
たすときこの確率変数列は一様可積分であるという：

(*) lim
a→∞ sup

n
E[ |Xn|; |Xn| ≥ a ] = 0 .

ただし，E[ |X|; A ] =
∫

A
|X(ω)|P (dω), A ∈ F，とする．(*) は，次の条件 (**) と必要十分であ

ることを示せ：

(**)

⎧
⎨

⎩
sup

n
E[ |Xn| ] <∞,

(∀ε > 0) ∃δ = δ(ε) > 0; (∀Λ ∈ F) P (Λ) < δ ⇒ E[ |Xn|; Λ ] < ε, n = 1, 2, 3, · · · .

[33] (S62 阪大 8)．[0,∞)上の非負値連続関数 φ が lim
t→∞

1
t
φ(t) = ∞ を満たすとする．

(1) [0, 1]上の非負ルベーグ可測関数列 {fn}n=1,2,3,··· が sup
n≥1

∫ 1

0
φ(fn(x))dx < ∞ を満たすとする．

このとき， lim
a→∞ sup

n≥1

∫

{fn>a}
fn(x) dx = 0 が成り立つことを示せ．但し， {fn > a} = {x ∈

[0, 1] | fn(x) > a} である．
(2)さらに {fn} が n → ∞ のとき [0, 1]上はほとんどいたるところ 0 に収束するとする．このと

き， lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx = 0 が成り立つことを示せ．

[34] (S62 名大 5)．μ を R上の有界測度5 とし，fn, n = 1, 2, 3, · · ·, および f は R上で定義され
た実数値のボレル可測関数であって，各点 x ∈ R で lim

n→∞ fn(x) = f(x) とする．ある α > 1 に対

して sup
n≥1

∫

R
|fn|α dμ <∞ とするとき，次のことを示せ．

(1)
∫

R
|f |α dμ <∞ .

(2) lim
c→∞ sup

n≥1

∫

{x∈R||fn(x)|>c}
|fn| dμ = 0 .

(3) lim
n→∞

∫

R
|fn − f | dμ = 0 .

[35] (H2 東工大 7)．区間 [0, 1]上の可測関数列 fn, n = 1, 2, · · ·, と可積分関数 f に関して次の条
件 (*) と (∗∗) を考える．

(∗) lim
n→∞

∫ 1

0
|fn(x) − f(x)|dx = 0 ,

(∗∗) lim
a↑∞

sup
n≥1

∫

{y∈[0,1]||fn(y)|≥a}
|fn(x)|dx = 0 .

(1) fn → f , a.e., (n→ ∞) かつ (**) が成り立つならば (*) が成り立つことを示せ．

5 有限測度と同じ意味
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(2) (*) から (**) が従うことを示せ．

[36] (H5東工大 5)．L1(R)をR上のルベーグ可積分関数全てを集めた集合とし，‖f‖ =
∫

R
|f(x)|dx

と定義する．また，可測集合 A に対して |A| =
∫

A
dx と書く．fn (n = 1, 2, 3, · · ·), f を L1(R) の

元で lim
n→∞ ‖fn − f‖ = 0 となるものとするとき，以下を示せ．

(1)任意の ε > 0 に対して |Aε| <∞ なる可測集合 Aε があって，全ての n に対して
∫

Aε
c
|fn|(x)dx < ε

となる．
(2) n に関して一様に lim

|E|→0

∫

E
|fn|(x)dx = 0 .

特性関数．

[37] (S60 九大 VII)．B を１次元ボレル集合族とする．μ を (R,B)上の確率測度とするとき，関

数 φ(t) =
∫

R
e
√−1tx dμ(x) は R上の一様連続関数であることを示せ．

[38] (H2東工大 13)．１変数 xの関数 f(x)と x f(x)が共にR上ルベーグ可積分で
∫

R
f(x) dx = 1,

∫

R
x f(x) dx = 0 とする．このとき f̂(y) =

∫

R
e
√−1yxf(x) dx とおくと lim

n→∞ f̂

(
1
n

)n

= 1 であるこ

とを示せ．

[39] (H5 阪大 8)．f は R上の非負値可測関数で
∫

R
f(x) dx =

∫

R
x2f(x) dx = 1,

∫

R
xf(x) dx = 0,

を満たすものとする． t ∈ R に対して f̂(t) =
∫

R
e
√−1txf(x) dx とおく．

(1) f̂(t) は t の関数として C2 級であることを示し， ε(0) = 0 を満たす連続関数 ε が存在して

f̂(t) = 1 − 1
2
t2 + ε(t) t2 と表せることを証明せよ．

(2)任意の t ∈ R に対して lim
n→∞ f̂

(
t√
n

)n

= e−t2/2 となることを示せ．

[40] (S60 熊本大 1)．次のことを示せ．

(1) φ を R上のルベーグ積分可能な非負値関数とする．R2上の関数 f(x, y) が x に関してルベー
グ積分可能かつ y に関して微分可能であり， R2上で f の y偏導関数 fy が |fy(x, y)| ≤ φ(x)

を満たすならば，
∫

R
f(x, y) dx は y に関して微分可能である．

(2) R上のルベーグ可測関数 g が自然数 n に対して
∫

R
(1 + |x|n)|g(x)|dx <∞

を満たすならば
h(y) =

∫

R
e
√−1xyg(x) dx

は R上の n回連続微分可能な関数である．
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[41] (S61 神戸大 3)．

(1) f が [0, 1] でルベーグ可測な非負値関数で
∫ 1

0
f(x) dx = 0 ならば， f は [0, 1] でほとんどいた

るところ 0 に等しいことを証明せよ．
(2) f ∈ L2([0, 1]) に対して6 ，

F (λ) =
∫ 1

0
f(x) sinλx dx

とおくと， F (λ) は λ の関数で lim
|λ|→∞

F (λ) = 0 が成り立つことを証明せよ．

[42] (S63 名大 7)．X を実数値確率変数，φ(z) = E[ e
√−1z X ] (z ∈ R) とするとき，次の３つの

主張が同値であることを示せ．

(i) P[ X ∈ Z ] = 1 で 1 でない任意の正の整数 a に対して P[ X ∈ aZ ] < 1 .
(ii) φ(2π) = 1 で 0 < z < 2π において φ(z) 
= 1 .
(iii) φ(2π) = 1 で 0 < z ≤ π において φ(z) 
= 1 .

但し，Z は整数の全体，aZ は a の倍数全体とする．

[43] (H5 筑波大 7)．

(1) lim
n→∞

∫ n

0

1
t

sin t dt が存在することを示せ．

(2)上の極限値を α とするとき次を示せ．

(a) lim
n→∞

∫ 1

0

sinn (y − x)
y − x

dy =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

α, x = 0, 1,
0, x < 0 または x > 1,
2α, 0 < x < 1 .

(b)ルベーグ可積分関数 f に対して

lim
n→∞

∫ 1

0

{∫

R
f(x)

sinn (y − x)
y − x

dx

}
dy = 2α

∫ 1

0
f(x) dx .

ディラックのデルタ．

[44] (H8 大阪市大 D1)．R上のルベーグ可積分関数 h が
∫

R
h(x)dx = 1 を満たすとき，任意の

有界連続関数 f に対して lim
n→∞

∫

R
nh(nx) f(x) dx = f(0) となることを証明せよ．

[45] (H4 金沢大 6)．f は可積分関数で
∫

R
f(x) dx = 1 を満たすものとする．R上有界かつ一様連

続な関数 g に対して

gn(x) = n

∫

R
g(x− y) f(ny) dy, n = 1, 2, 3, · · · ,

とおく．このとき以下を示せ．

(1)各 gn は R上有界かつ一様連続である．

6 一般に p > 0 に対して f ∈ Lp([0, 1]) とは

∫ 1

0

|f(x)|p dx < ∞ ということ．但し，L2([0, 1]) ⊂ L1([0, 1]) であって，

この問題の主張は f ∈ L1([0, 1]) でも成り立つので，f ∈ L2([0, 1]) という仮定は本質的でない限定を含んでいる．もし
かしたら問 (3)があったのを削除したのかもしれない．
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(2) n→ ∞ のとき， gn は R上 g に一様収束する．

[46] (H6 阪大 8)．h を R上のルベーグ可積分関数で h(x) ≥ 0, x ∈ R, および
∫

R
h(x)dx = 1

を満たすものとする．{gn}∞n=1 は R上の実数値ルベーグ可測関数の列で次を満たすものとする：

任意の a > 0 に対して lim
n→∞

∫

{x||gn(x)|>a}
h(x)dx = 0．このとき任意の有界連続関数 F に対して

lim
n→∞

∫

R
F (gn(x))h(x)dx = F (0) が成り立つことを示せ．

補遺7 ．

[47] (H1 東大 10)．Ω は Rn内の有界領域， u, v は Ω上定義された実数値有界可測関数で次を満
たすとする． ∫

Ω
(u(x))k dx =

∫

Ω
(v(x))k dx (k = 1, 2, · · ·).

このとき，任意の実数 c に対して

μ({x ∈ Ω | u(x) > c}) = μ({x ∈ Ω | v(x) > c})

が成り立つことを示せ．ここで μ は Rn上のルベーグ測度を表す．

[48] (H9 山形大 9)．1 ≤ p <∞とする．R上のルベーグ可測関数 f(x)に対して，

‖f‖p =
(∫

R
|f(x)|pdm(x)

)1/p

（mはルベーグ測度）とおき，Lp(R) = {f | ‖f‖p <∞}と定義する．また，R上のルベーグ可測関
数 f に対して

f ∗ g(x) =
∫

R
f(x− y) g(y) dm(y)

とおく．このとき以下の問に答えよ．

(1) f, g ∈ L1(R)ならば f ∗ g ∈ L1(R)となることを示せ．
(2) f, g ∈ L1(R)ならば f ∗ g = g ∗ f , (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) となることを示せ．
(3) f ∈ L1(R), g ∈ Lp(R)ならば，‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖pとなることを示せ．

[49] (S60 富山大 BV)．各 n = 1, 2, · · · に対し，関数 fn[0, 1] → R が可測で
∫ 1

0
fn

2 dμ ≤ 1 なら

ば次の (1) と (2) が同値であることを証明せよ．但し μ はルベーグ測度とする．

(1) ∃ε > 0; inf
n≥1

μ({x ∈ [0, 1] | |fn|(x) > ε}) > 0 .

(2) inf
n≥1

∫ 1

0
|fn| dμ > 0 .

[50] (H1 奈良女大 I)．(0, 1)上で有界な可測関数 f は，φ(0) = φ(1) = 0 を満たす [0, 1]上で連続

な関数 φ に対して常に
∫ 1

0
f(x)φ(x)dx = 0 を満たすならば，ほとんどいたるところ 0 に等しいこ

とを示せ．

7 以下は，解答例に取りかかる段になって，以前の分冊のほうが適当かもしれない，と気づいた問題．
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[51] (H3 北大 13)．区間 [0, 1]上の実数値ルベーグ可測関数 f で，条件
∫ 1

0
f(x)2 dx = 1 および

∫ 1

0
f(x) dx = 0 を満たすもの全てを要素とする集合を X とする．各自然数 n ≥ 1 に対して X 上

の実数値汎関数 Φn を Φn(f) =
∫ 1

0
xnf(x) dx によって定義する．

(1) Mn := sup
f∈X

Φn(f) を求めよ．

(2) Mn = Φn(fmax) となる fmax ∈ X は存在するか．


